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CIRCA ALCUNI CASI 


DI INTEGRAZIONE DELL'EQUAZIONE LINEARE 


SÌ DIFFERENZIALE ORDINARIA, CHE A DIFFERENZE PARZIALI , 


A COEFFICIENTI VARIABILI, D'ORDINE QUALUNQUE 


| frequenza con cui nella risoluzione dei problemi di fisica e di mec- 
canica si incontrano le equazioni differenziali così dette lineari, attirò 
sovr’esse in modo speciale l’attenzione degli Analisti. Frutto delle loro 


scientifiche speculazioni fu la scoperta di parecchie proprietà delle equazioni 


stesse, e la loro integrazione in alcuni casì particolari. 
Fermandoci dapprima alle equazioni differenziali lineari ordinarie, 
ossia ad una sola variabile indipendente, la cui forma generale è 





d" d" I d©-3 
De +4 ti alt ut ria +4,y=X; 
nella quale equazione 4,, 4,; ..... Am-1> Am X rappresentano 


funzioni della sola x, LacrancE diede modo di trovarne l'integrale ge- 
nerale quando sia noto l'integrale completo dell'equazione 


d' 29 
ac 





d" d"-— I 
piedino dopo +e Aa psegendi, 


La ia 
che si ottiene mettendo zero in luogo di X nell’equazione (I). A tale 
scopo, che Cavcuy ed altri raggiunsero in seguito con metodi diversi, 
Lacrance ideò, ed espose in una Memoria inserta negli Atti dell’Accademia 
di Berlino per l’anno 1775, il metodo della variazione delle costanti 


; © Tea 
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arbitrarie, del quale, e sì servì poi a dimostrare ancora altre proprietà 
delle equazioni lineari, e furono fatte in appresso felicissime applicazioni 
alla risoluzione di molti problemi di fisica-matematica e segnatamente 
di meccanica celeste. Fu inoltre dimostrato che, se Fr0 La ve CE 
sieno 2 funzioni della 2 che poste in luogo della y nella equazione (II) 
la verifichino, e C,, C,, C;,..... Ca, sieno m costanti arbitrarie , 


l'integrale generale di questa equazione è: 
È: 4 = C,y,t C,Y,+ Ci Y3+ e »'a > A Uta 


anzi provò lo stesso Lacrance che, se si conoscano solo nm integrali 
particolari dell'equazione (IT), la determinazione del suo integrale com- 
pleto dipende dall’integrazione di un’altra equazione d’ordine 7 — n ancor 
essa lineare e mancante del termine indipendente dalla funzione e sue 
derivate. Quest'ultima proposizione, cui Lacrorx nel suo trattato di calcolo 
integrale dice essere la più generale fra le conosciute sull’ integrazione 
delle equazioni, e la quale conduce a trovare l’ integrale completo del- 
l'equazione (II) quando se ne conoscano m—1 integrali particolari, fu 
pur dimostrata da Guglielmo Lisri in una Memoria letta all'Accademia 
di Parigi, stampata poi nel giornale di CreLLE (1) e per sunto anche in 
quello di Liovvirce; nella quale inoltre l'Autore dimostra parecchie ana- 
logie che esistono fra le equazioni differenziali lineari e le equazioni al- 
gebriche ordinarie, delle quali analogie perchè non aventi diretta relazione 
col mio scopo mi limito ad accennare le due seguenti: 1.° Nello stesso 
modo che da un’equazione algebrica ad una sola incognita di grado m 
si può far scomparire il termine che contiene la (m—n)tim potenza 
dell’ incognita risolvendo un'equazione di grado r., si può da un’equazione 
differenziale lineare ordinaria d’ordine m far andar via il termine che 
contiene l'(m—n)f° coefficiente differenziale integrando un’equazione 
lineare d’ordine 2; 2.° E come, date le m radici di un'equazione algebrica 
di grado 72, questa è determinata e se ne possono scrivere i coefficienti 
in funzioni simmetriche delle radici date, così, dati m integrali particolari 
di un’equazione lineare d’ordine m mancante del termine indipendente 
dalla funzione e sue derivate, i coefficienti di questa equazione sono 
funzioni simmetriche, che si possono determinare, degli n integrali par- 


ticolari dati. 





(1) Anno 1833, Vol. 10.°, fase. 2.° 
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Non ostante però che queste proprietà ed alcune altre di ni pai 
portanza appartengano alle equazioni lineari della forma dell'equazione ( 
qualunque ne sieno l’ordine ed i coefficienti, il numero dei cas! n Cui 
queste si sanno integrare completamente è assai limitato. Se si tolga infatti 
il caso in cui i coefficienti 4, a Aa, Aa n O tutti costanti , 
e quello in cui rappresentando con @,, @,, @3; --.-- nica GO 


stanti qualunque si ha (1) 


RIO, TRI RL. Xa - 0 X3 , A E 
fesa 4 hai dig e data) 


nei quali casi l'equazione (IT) s' integra qualunque ne sia l'ordine, e e 
eccettui ancora il caso in cui la detta equazione è di primo ordine, il 
qual caso arrivando, essa si integra qualunque ne sieno i coefficienti 3 1 
metodi conosciuti per integrare le equazioni lineari, tuttochè ingegnosi, 
o non servono che per equazioni specialissime, o non sono che trasfor- 
mazioni, le quali fanno dipendere l’ integrazione dell’equazione proposta 
da quella di altre non sempre più facili a trattarsi. Di quest'ultima specie 
sarebbe quello che si volesse ricavare da quanto espone SCHELLBACH in 
una sua Memoria stampata nel 4.° fascicolo del 16.° Volume del giornale 
di CRELLE, in cui l'Autore dà l’ integrale della equazione (I) quando sieno 
note m funzioni della x che egli chiama a, 0%, Ragni Seo le 
quali abbiano coi coefficienti dell’equazione da integrarsi determinate re- 
lazioni, che egli spiega sopra un'equazione di 4.° ordine e scrive così: 


A,=kt+d+,4+ 9 ; 

A,=(4+d)a+(4+d)c+(4+d)e,+(2,+d)a,+(c+d)a, 
+(+d)a,;. 

A;=(2,+-d)(a,+d)a,+(2;+d)(a +d)a,+(4+d)(2,+d)a, 
+(45+d)(c2.+d)a,; 

A,=(4+d)(2,+d)(a,+d)c,, 


nelle quali formole l’autore intende che la lettera d in ciascun termine 





(1) LEGENDRE ha provato che questo secondo caso d’integrazione dell'equazione (II) rientra nel 
caso precedente, facendo vedere come, mediante un opportuno cambiamento di variabile , un’e- 
quazione lineare, i cui coefficienti abbiano la forma quivi accennata, si trasforma in altra lineare 
dello stesso ordine a coefficienti costanti. 
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indichi che si deve prendere il coefficiente differenziale di ciò che 
la segue nel termine stesso , ossia intende che (@,+d)«, significhi 


ae e (2. +d)(x,+d)«, stia in luogo di 





da, 
d(&, a+ ) 


dig 
ACCO De dx ; 





e così di seguito. 
Passando a considerare le equazioni lineari differenziali parziali ci 
limiteremo al caso in cuì esse contengono due soli variabili indipendenti. 


La forma generale delle medesime è la seguente : 


d"z 1% SPE d"z 
Amo qnt Ami gg Amr gi 
d"-!z d"-—'g dm-:z 
(III)... + Anso ggaeit Ann gang Am gi 
RITRAE È di E epr 6 
\ delli È dy { i 
90 (def. det SEE 1° das Ly r0) Aaa RT ORE 


Aria cenato Agg dei) dog # Cappresentanio funzioni delle 
sole variabili indipendenti x ed y. 

Quando l'equazione (III) è di primo ordine la sua integrazione si fa 
dipendere dall’integrazione di due altre equazioni ordinarie. 

Qualunque sia l'ordine dell'equazione (III), se tutti i suoi coefficienti 
sieno costanti ed il suo secondo membro 4 sia nullo, essa è verificata 
sostituendo per 2 espressioni della forma Ce***? (1), in cui C denota 
una costante arbitraria ed x e {} rappresentano pure costanti qualunque, 
purchè legate fra di loro dall’equazione algebrica in cui si trasforma la 
proposta equazione differenziale per la sostituzione dell’accennato valore 
di z. Sotto le stesse condizioni, la somma di quante espressioni si vogliano 
della forma Ce°”+* è ancora un valore di 2 atto a verificare l’equa- 
zione - (III), e da questa proprietà si trasse modo di determinare sotto 
forma finita l’ integrale completo della medesima quando tutte le radici 





(1) La lettera e quivi, come in tutto il corso di questa Memoria, rappresenta la base dei loga- 
ritmi Neperiani. 
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dell'accennata equazione algebrica fra « e ff, risoluta rispetto ad ‘una 
di esse lettere, per esempio «, sono funzioni razionali intere di primo 
grado dell’ n » B. Quando i valori di « non sono tutti lineari in f si 
sa ancora determinare l'integrale generale dell’equazione ( II); ma le 
funzioni arbitrarie in esso contenute si trovano in tal caso collocate sotto 
segni d'integrazione, epperciò riesce difficilissimo il determinarle in modo 
da adempiere alle condizioni ai limiti del problema che ha condotto alla 
equazione differenziale parziale, tolto qualche caso in cui tal determinazione 
si effettua impiegando il celebre teorema di Fourier. 

Oltre il primo ordine, se i coefficienti sono variabili, l’equazione dif- 
ferenziale parziale lineare non s’integra che in pochissimi casi tutt’affatto 
particolari. Veramente il sig. Bruwnaccr, in una sua Memoria inserita nel 
Volume per gli anni XII e XIII dell’allora Accademia Imperiale di Torino, 
dimostra che si può far dipendere l'integrazione dell’equazione (III), nel 
caso in cui sia il suo secondo membro 4A=°0 e tutti i suoi coefficienti 
sieno funzioni di una sola delle variabili indipendenti x ed y, dall’inte- 
grazione di un'equazione differenziale lineare ordinaria dello stesso or- 
dine m ed a coefficienti variabili: ma, oltrecchè quest’ultima non è, 
nella maggior parte dei casi, integrabile, il metodo dato da Brunacci 
per formarla è di tate lunghezza, che riesce quasi impraticabile se la 
proposta equazione differenziale parziale sia d’ordine un po’ elevato. 

Essendomi occorso di trovare alcuni casi, oltre i sovraccennati, in 
cui l'equazione differenziale lineare ordinaria, od a differenze parziali, a 
coefficienti variabili, d'ordine qualunque, si integra, o se ne può ridurre 
l'ordine, li ho raccolti in questo scritto, che presento al benevolo giu- 
dizio dell’Accademia. 


(è) 
SOR: 


Si sa che l'equazione differenziale lineare ordinaria di secondo ordine 


dì 
(lane era +4 +49 =0, 
quando i suoi coefficienti 4,, 4, sono costanti, è soddisfatta da 


ye Ce”, 


(2) sE n a VEZIO LINE 
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in cui C dinota una costante arbitraria e z, è una radice dell'equazione 
(3) ato REN Z4+A43+4,=0 . 


Se i coefficienti 4,, 4, dell'equazione (1) sono variabili, l'equazione (2), 
nella quale 2, s'intende sempre rappresentare una radice della (3), può 
ancora soddisfare alla (1), purchè si prenda per C non più una costante 
ma una funzione della x da determinarsi convenientemente, e detta z, 
l’altra radice dell’equazione (3) facilmente si trova per determinare Cl 


l’equazione 
d°C dC. dz, 
(4) srato ar tano, pe sifone 77 C=0 


Quest’equazione, che è lineare e della stessa forma della proposta (1), 
ha i suoi coefficienti costanti, ed è perciò integrabile completamente, se, 
dette %, %,, 4, tre costanti qualunque, abbiasi 


Vo 
n 


z=zkx+%,; zz=zkx+&a, 


Quando dunque le radici della (3) sono della forma ora accennata, la (1), 
tuttochè a coefficienti variabili, si può integrare. 

Io mi propongo di provare che, in caso analogo, l'equazione lineare 
d’ordine qualunque è altresì integrabile, ossia mi propongo di determinare 


l'integrale completo dell’equazione 


d"- n 
E. .. +Àn la i ia i A =0 





TA Fab CAO. 
(5)... da" i+À,. ea "da"? m_2 
quando i suoi coefficienti 4,, 4,, ... A,, «-. Am Sono tali che la cor- 


rispondente equazione caratteristica (*) 


(6)... PA, PA, +. AA 4A 0 
abbia per radici 
z=kx+a0,; zieka+a,;. a=kt40; ... Sn =kKXK40m; 
essendo %, a, %,, %,--. &m quantità costanti qualunque. 
Per questo osservo che un coefficiente qualunque 4, dell’equazione (5) 


è la somma dei prodotti distinti che si possono fare colle radici z,, 2, 
Z3, ««. Zn dell'equazione (6) prese n ad n e col proprio segno o con 





(*) Do per brevità un nome all’equazione (6) perchè essa si presenta ancora molte altre volte 
nel corso di questa Memoria. 
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segno contrario secondochè n è pari od impari. Il numero di questi 


prodotti è 
m(m—1)(m—-2).....(m-n+1) 
1-2 dea n ° 


ed uno qualunque di loro ha, nell’ipotesi che abbiam fatto sulla natura 
delle radici z,, 2,, 23; --- Zm, la forma seguente: 


(FI rat Sera Sant. AS IETIA.... +S, ; 


in cui un coefficiente qualunque $, rappresenta la somma dei prodotti 
distinti che si possono fare coi secondi termini dei fattori del polinomio (7) 
. x. m(m_—1)(m—2)...(m_-n+1) 
Dresl a ag. La somma.di tattt gli ———____—_-___-__—______—- 
P del S ro ora 

prodotti analoghi al (7) sarà un polinomio dello stesso grado e forma, 


ossia avrassi 
(—1 VA,=Bk"x"4-B k"7'x"7!+- Bk"? Sue +B,kxI+. ; ++ B, : 


il polinomio che forma il secondo membro di quest’uguaglianza non solo 
sarà una funzione simmetrica delle quantità @,, &., --. &m, ma un suo 
coefficiente qualunque 5, sarà un multiplo di P,, se con /, si indica 
la somma dei prodotti distinti che si possono fare con tutte le quantità 


4,3 3, + «+ &m prese q a g. Per vedere qual multiplo sia 5, di P, notisi 


(97) 
che ciascuno degli i lr Alm PRES I termini analoghi 
TIRA O a I i 
n(n—1)(n—-2)...(n-gqg+t1) 


al S, onde il B, si compone, consta di 


Li SE q 
prodotti distinti delle quantità @,, 2,, 23) -.. @» prese q a q, epperciò 
di questi prodotti in b, ve ne sarà un numero rappresentato da 


m(m_—i)(m_-2)...(m-n+1)}r(n—-1)(n—-2)...(n-q+1) 
—° “ZETA TIA 
Ia Senor Lada e 


_m(m—-1:)(m_-2)...(m_-n+1) * 


RO 


di tali prodotti a formare P, volendovene 


m(m—1)(m—-2)...(m—-g+1) 
i RRSSEDT, 


avremo 
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__m(m—1)(m—-2)...(menR+1) ad A 
“e 1.2.3... (n—g)X1.2.3.. Fig errare piper 


(-glmngns)(mg a). (menti) p 
—g)ln-qg—-1)(n-g—2).. s 
epperò l’espressione generale d’un coefficiente qualunque 4, dell’equa-. oa 


zione (5) sarà 


ARL 


(3) 83 AE A, =(— 1)" 


2:39,94 a eee n 


(m—-2). ..(mo-n+1) PRA 
PRE (2-2) tl 
_(m—g)lim=g=1)(m_q=a) (TRA 1) papi 

eve, BE eo (n—-g) ni 


(Fee RE RI + LELp_kx+P, , 


Lr 
B=; 
2 


(9) . eran pete > , 
C denotando una funzione della x da determinarsi. Il coefficiente diffe- 











renziale E , che nell’equazione (5) è moltiplicato per 4, sarà, come 
è noto: 
| TI ) pl 
dg dC m—n de 2 tI Ra << 
daga I da PARA 
i si 
area a) d'e ? dm-n->C 
dg CAT a de. ‘dani Teen s eva 7 RON 
(oa —_ = 
dig” Le 
(m—n)(mon_1)...(man—h+1) d'e ® dm-r-1C 
e een» pipi 
h£° VE | 
I man gm-n=-i 6 2 dC d"-—"e n” 
Co 20000010 Ad i pena da dg 3 
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Ciò premesso, se noi sostituiamo nell'equazione (5) per 


dmy ay d'eTAy der dy 


de: (o gres 








1 loro valori, la cui espressione generale è data dalla (10), e per y il 
suo valore dato dall’equazione (9), ed ordiniamo il risultato, rispetto ai 
coefficienti differenziali della C, a formare il coefficiente Q,, che nel ri- 


m_yrn 





sultato moltiplicherà uno qualunque di essi 7 concorreranno 1 ter- 


m_n) 
IC 
- jm—-n 


0 i As, d 
mini dell’equazione (5) dal primo fino al termine N inclusiva - 


mente, ed agevolmente si scorge che sarà 


RE, ho 
VA de 


n I ssi 
pe 
(m_n+2)(m_n+1), dig a 


SR ma da 


Q, 


x2 


=‘ A 
i (m_n+ti)m_nti-1)(m-n+it- ).(mank+1) , dip © 
4 
\ 





RETE pi o da 


ca 





m(m_—-1)(m_—2)... (m-n+1) de 2 
je — ET E E I 
li 2 di n dx" 


Notisi adesso che 


pi 
de * Gi 
dx 





| 
= 
SE 
| 
D 
<< 
a! 
+ 
pe 
S 
<< 
=l 
a 
T 
DI 
e 
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"ila i : A )” 
Aa i = Sa 
CHI EC PILPOOPTOO ni —=k. € SA 
_ _ —3 
(x. ya+ LEM (e pira TANZI al TE 
; ning” IP 
X Lite og pea VE)T ei ;ol0 
tot 
i(im1)(i2)....... i-2p+1 ar 
«ip ya Pale. 40 «<A 
ho ‘nta 
Il termine generale di Q, che è (CS 
si d 
-ectilieoni te DE 
TR i d-1 a 0 
sostituendovi per 4,_; la sua espressione tratta dalla (8) cambiandovi ei 
x. | vel ta 


74, 





il suo sviluppo somministrato dall’equazione (11); 
da ; 


in n—i, e per 


dx' 


diverrà : 


R=(—1)- (mun+i) e) (mun+i—2).. SII )a He al i 


Sp ent i 
mm fre no 1) ica e TRI È 
ic Ibi 0 (n—i) 


(a 1)(m—2) 3 spe sii di dii 4. qui 


e CT 
è. dec rasa (—i—- 1) i ‘3 


, (M_9) (m—-gqg—1)(m—g—-2)...(m-n+i+ !)p 3a ì 


ica. Au (n-i—-g) 
M_TNLISI 0 
AMRLEZZZZZZZZZZZZZZE 1 3a E i e iS P,-- kr 


I 


(2.VE) + i(i- ZI pe, va)i+i i((— LN ey Vai a 


Mi + d 
IA n.ro pc 


Se si eseguisce questo prodotto , il termine generale di R avrà per n 
espressione ia ola ade 4 N 


È A } 
i 
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ripe fiele iii 


(m—-g)(m-q—i)..... (m_-n+i+1) d 
n IPO (Ora EE (n-i—-g) i 
pino Dil A pr-p=9 gn 3P- a 

SRO 1 2p di , 





Ls 


sang) (mg) Rasa (man+ 1) per Se 


ei «(i-2p)X 1.2... (nt—i—-9)X2.4..2p se 


1a (m—-q)(m-g— 1) ng (m_-n+ 1) pp pnp-ggnosp- Te 


mr. We, APX JD (n-a2p—g)® 


x(t rn SL (n-a2p—g) L 


Per avere R bisognerebbe ora sommare tutti i valori di 7° corrispon- 


i 
. e . . * 
denti a p uguale a ciascuno degli interi compresi da zero fino ad 5; (*) e 


q uguale a ciascuno dei numeri interi compresi da zero fino ad n—. 
Ottenuto così R per avere Q, si dovrebbero poi sommare tuttii i valori 


che prende R quando vi si fa successivamente î=0; iîi=1; i=2; 


Ora un po'di riflessione basta a convincerci che si può invertire l’or- 
dine di quelle somme, e cangiarne rispettivamente i limiti nel modo che 
sto per dire: si faccia la somma G di tutti i valori di 7° che corrispon- 
dano ad i uguale a ciascuno degli interi compresi fra 2p ed n—g, 
questi limiti inclusi, poi si sommino tutti i valori che prende G per 


quo; g=1; q=2; .....q=n—2p, detta # questa somma, si 
avrà Q, SERE insieme i valori di 77 corrispondenti a p=0; 


secondochè 7 





n 
PELA AI ecc. fino a p=3 


od apa 
è pari od impari (**). 
— ul le ie ari I 


(*) Uso per brevità questo modo di dire quantunque per p=i. le ultime espressioni di 7° ap- 


parentemente assumano un valore infinito; il valore di 7 corrispondente all’estremo accennato di 
p si avrà ricorrendo alla prima espressione della stessa 7. 

Simile osservazione s’intenda ripetuta in seguito, quando, in casì analoghi, per ugual ragione, 
mi servirò ancora dello stesso modo di esprimermi. 

(**) Quantunque, come avvertii, sia facile il persuadersi che è lecito il fare l’accennata inver- 
sione nell'ordine di sommare i termini di 0, ed i relativi indicati cambiamenti di limiti, ne darò 
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Procedendo adunque in quest'ordine, osserviamo che 7° ha il fattore 





qui una dimostrazione, tanto più volentieri che occorrerà ancor altre volte nel corso di questa 


Memoria di dover fare analoghe trasformazioni. 

Stabiliti tre assi di coordinate delle î, gep, si intenda ciascun termine del polinomio Q, scritto 
nel punto dello spazio le cui coordinate sono ì valori di î, g e p corrispondenti ad esso termine. 
Se ora si prendano sugli assi delle i e g le lunghezze 0.4, 0B uguali ciascuna ad x unità di 


misura e, condotto per A la retta 4C parallela ad 0p e lunga x unità, si formi il tetraedro 0OABC 





è manifesto che i termini del polinomio, che abbiamo chiamato &, occuperanno i punti, le cui 
coordinate p e g sono espresse da numeri interi e che sono contenuti nell'interno o sul perimetro 
del parallelogramma #79, che è sezione del tetraedro con un piano parallelo a quello delle p e 9, 
e condotto pel punto è, tale che il numero delle unità di misura contenute in O sia eguale al 
valor costante che ha la lettera : in tutti i termini di &; e che perciò i punti occupati dai termini 
di Q,, saranno tutti quelli le cui tre coordinate sono espresse da numeri interi e che giacciono 
nell'interno o sulla superficie del tetraedro. Ora la nostra {trasformazione consiste nel sommare 
dapprima i termini che corrispondono ad un medesimo valore qualunque di p e 9, e sono compresi 
nell’interno o sulla superficie della piramide, ossia che sono scritti sopra una retta qualunque g4 
condotta nella piramide parallelamente all’asse delle î, e questa somma è quella che abbiamo chia- 
mato G; nel sommar poi tutte le espressioni di G relative ad uno stesso valore di p ed a valori 
di g compresi nei limiti della piramide, con che si ba la somma / di tutti i termini di Q,, con- 
tenuti nella sezione rst della piramide fatta parallelamente al piano delle è e 7 e corrispondente 
ad un valore intero qualunque di p: nel fare infine la somma di tutti i valori che prende 7 per 


p uguale a ciascuno degli interi compresi da zero fino al 3? ossia di tulti i termini che occupano 


punti situati nell'interno o sulla superficie della piramide, la qual somma è appunto Q, . 
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a(Mm— CERA HI dea (me nA1)p bo rgric/ia pe 
a 2,40 Appgt. a. 3...(n-2p— = fa x i da 


indipendente da i; sommiamo perciò i valori dell'altro fattore di 7° cor- 


rispondenti ad i=2p; î=2p+1;..... ...imn-—qg. Questi valori 
sono i successivi termini della serie seguente : 


I — 


n—2p—q_, (n-op—g)(n—ap—9q_t) 
I E 2 


(ria progr pr lee apr 


I.2. 
= STILI LI I)" == x 


Sarà pertanto 
,£2 
m m—gq—1)...(m—n+1 F 
G=(—1)" «lege DA )p pa-p-1 grad 2(r—-1)7-=?27. 
2.4.6...2pX1.2.3...(n=2p—g) 
Ora, per ciascuno dei valori di 9g compresi da zero fino ad n—2p—1 
inclusivamente , il valore di G si annulla, epperò la somma 77 dei valori 
di G corrispondenti a quelli di g, compresi nei limiti superiormente in- 
dicati, si riduce al valore che prende G per g=n—2p, il quale è 


(m—n+2p)(m_n+2p— 1)... (mon+ti)p RT 


ul dora 2p n—aphPe 


Avremo dunque 


PAR ie I ri I) 


nafta, 
Rem 
(m-n+6)(m-n+5)..... (m_n+1) 
POE —<«"esGc fn 
DM 40 
__(m—n+-2p)(m—n+ap—1)(montop—a). sala (m_n+1) pai 
2 fnbsogra ir 20 ul Rvari 
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La trasformata dell’ equazione (5) che si ha col sostituire in essa 
per y e suoi coefficienti differenziali le loro espressioni per mezzo della 


variabile C essendo 


d" C d"—'C d"—=3>C d"-—3C d"-—4C 
Qipet0rTae+ Tre Recasoa 


d"—>C d"—"C 
toascr alia +0, ere =rlagi è aiar cala. cats +Q,,C=0 ’ 


sosbituendovi' per Q,; Gi d.7 0: 005.. ea SRP Om 


le loro espressioni tratte dalla (12) ed ommettendo il fattore comune 


kb E° 
e ?, diviene 
d"C d"—* sc m_2 
+ (pae 235 C 


de" !da"-7! da"? 





Pa DIE m-30 
—(2+® 1) (72 2 pa)g = 
2 do” 


DE (P, sil ed ei pae Palin di) d"-C 


dae + 





dio 


(p_(Mm=3)(m-4) 3° 
(P ba 2 #75 deh da” 
LL RAZR RR 
| Py 
2 i d"—"C 
Tad (ns dar” 
Mini SI ri PARI dx 
340 ep si 
Pa P gb Mt EA LO 
+(—1)” De "a na Jen, 
{E De Nei (2p—-1)PmoapkPt+........ 


il cui integrale completo si sa trovare perchè essa è ancor lineare ed ha 
i suoi coefficienti costanti. La legge di formazione di questi coefficienti . 
essendo ben nota, l’equazione (13) si può formare appena sieno cono- 
sciute le radici dell’equazione (6), e, se rappresenti C la più generale 
espressione che verifica la detta. equazione (13), l'equazione (9) sarà 


l'integrale completo della (5) proposta. 
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A maggior intelligenza del metodo ora esposto applichiamolo ad un 
esempio particolare numerico. Debbasi integrare l'equazione 


d' d3 = d 
@L I (80 +10) L +(24% +60x+ 23) 72 


— (32x41 20 L'4+92xX — 10) I 4-(162244-80 x*+921°—20x— 34)y=0. 


Per conoscere se questa equazione rientri nel caso di cui ci siamo oc- 
cupati in questo paragrafo, il metodo più naturale sarebbe di risolvere 
rispetto alla 2 la sua equazione caratteristica 
z2*-(8x+10)z°%4+(24x°+60x+23)z2°—(32x°+ 120x°+92x — 10)z 
+ 16x°+80x'5+92x°—20x —34=0 
e vedere se le quattro radici sue sono della forma kx+%, f#x+%, 
. ° . x DTA 
kx-+a3, kx+a, in cui &, &,, &,, %; @, sono costanti; ma sara più 
comodo invece cercare se i coefficienti dell’ equazione (a) sono della 
forma (8) dei coefficienti dell’equazione (5); cioè se poste le equazioni 


8xr+1o=4kx+P,; 
24x° + 60x +23 =6kx° +3 P,kx+P, ; 
32x°+ IR ; 
16x'+80x'+92x°—20rx—34= kia +P, kx +P,k°x° +P;kx +P, 


sia possibile verificarle qualunque sia la x con valor icostanti di &, P., 
P,, P;, P,. Si trova potersi in questo caso soddisfare alle dette equa- 
zioni assumendo X=2; P,=10; P,=23; P;:=—10; P,=—-34: la 
proposta equazione (a) è adunque integrabile completamente, e l’equa- 
zione (13) riducendosi nel caso nostro alla seguente | 

d‘C d*C DE dC 

— — 107-+35--—d0—-+24C=o0 

PESIBELA) POIAGRAS IRAAFI RA i 
il cui integrale completo, operando secondo le regole conosciute e rappre- 
sentando con C,, C,, GC, C, quattro costanti arbitrarie, si trova essere 


C=C,e"+ C,e*"+ Cie?" + C,es* , 
avremo per integrale completo dell’equazione (a): 


y=e® (C,e"+ C,e?* + Cieì"4+ C,e'*) . 
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VI 
L'equazione (4) del paragrafo precedente è integrabile in un altro 
dra i da PAIS 0 
caso oltre il già contemplato, quando cioè z,—z, € Ta Steno uguali ai 


quozienti di due quantità costanti qualsiensi divise rispettivamente - per 
la prima e per la seconda potenza di uno stesso binomio di primo grado 
P P P P 5 

; : sd kxrk a, kx 4 da, 

in x, ossia quando abbiasi 3 E ata ez, =———+»— v dove % 
i a+bx akbx 
2,, a, 6 denotano costanti qualunque, epperò nella stessa ipotesi si potrà 
determinare l’integrale completo dell’equazione (1). 


Anche questo caso di integrazione si estende alle equazioni lineari 


Zi, 3 


d’ordine qualunque, cioè l’equazione 
q ’ q 


d” m—I m_a m_n 
5)... A a re ms del - 


o = Ù DA =0 
da” dx m_a n da m_ pria e - mf 
è integrabile completamente quando le m radici della sua equazione ca- 





ratteristica abbiano per espressione 


kxr+a,. kx+o,,. kax+a4;. FX Am 
apbae 7 abi! na-bg > 0° a+bx 
le lettere X, a, d, @,, &., %3.....&m rappresentando costanti qualunque. 


In questa ipotesi, diffatti, un coefficiente qualunque 4, dell’ equa- 
zione (5) non differisce da ciò che si denotava con la stessa lettera nel 


caso del paragrafo precedente fuorchè pel fattore che quivi 


I 
(4a+5x)" 
si introduce. Sarà perciò 


fe. pare A,= (30 


(a+bx)" 
m(m—1)(m—2)....... (mondet),z, 
i E de PESCE n 
ERI ia lE pipa cen 


(m_2)..... (m_n+1) Flat 
CISA (n-2) af 


n_gq n_ g 
"DE SPA ..(n—g) Age 


Me= |) I 
eta Sai + ETTI p,_ke+P, ) 
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nella qual formola P,, P,..... Pianoi P,-:5 P, rappresentano le stesse 
funzioni di &,, di, &.-.-. a, che nella (8). 
Pongasi ora l’equazione 
1 k 
(1 y= C e 5° 


in cui € indica una funzione della x A determinarsi. 
Un coefficiente differenziale d’ordine qualunque m—n della y sarà 
dato dalla formola 





i a” 
(16) elle Vele Ce ie fa\ia Fe |lalio Melle damn € 
d"-""C. ten k dC 
davi e 
(meen)(m-n— 1) Di Siae © 
=> 1.3 (7 ‘dar 0 0 0 s 00 0 0 2 2 0 0 9 s s Ss s » © * 
x 


(m—_n) (mun—1) (man—2). ao (m-n—h+ I) Di i dm-»-30 
+T— <<; ©. ii Qui 


m_n 3) Te 3) © 
die sf RE AE sr ul (7 72+(3 


Sostituendo nella (5) per,y e suoi coefficientì differenziali le loro espres- | 
sioni date dalle equazioni (15) e (16), ed ordinando la trasformata rispetto 
ai coefficienti differenziali della C, l'equazione (5) assume la forma 

ACILIA de nt 
(ie 6) ogg Q, dari Qi «fi LE 


mn SITR 
+07 nn) ol NES AONONO +0, C=o0 





in cui un coefficiente qualunque Q, è espresso dalla formola 


(18), a A Q,=6 sn 


pa dpi 2) (nen) nto) na 


(m_n+3)(m—n+2)(m—n+ 1) 
Pi su aid m una (7) 4+ 


sf tti I acetato oo 


n 3. dl 


fare ca 


20 CIRCA ALCUNI CASI DI INTEGRAZIONE ECC. 


il cui termine generale, sostituendo per 4,_; la sua espressione ricavata 
dalla (14) cambiandovi r in n—i, è 


k 
PX n_i(m-n+i)(m- atea n+i-2)...(m-n+1) 3) e” 
Mani) > Da DIRT i 5) (a+ba)"-"' 
m(m—1)(m—-2).. mim 1)(m—2)... (mist). i anti 
L 1.2.3...(m—î) 
(m_—1)(m—-2).. ei)ea). RI i c gdr gg LA TI 
x 1.2...(n—i—1) 
Pa DI ene eni nm pen 1 .(m_n+i+ 1) p, E 
i 1.2.3.....(nti—g) | 
Mi... ic REA «pe Nn 
I varii termini di & sono perciò della forma 
T=(- io rti) (m-n+i—-1)(m-n+tiT—2)...(m-n+1) 
sr (UT e PISTE i ì 
legllim—g— ga) felicita] WERE ape 
RIDI (n—i—g) Pi (5) bb. (a+ba)""* 
k 
=(-pMdmg—r)m_g_a).. (monti) et 
pa NT (ng) 7 (a+5x)? 


X(—1) (n—-g)(n-g—1)(n-qg—_2). È (n-q—i+1) (3) ( ka Ta 
] tia basi i bj] \a+bx 
Per avere A bisognerebbe sommare tutti i valori di 7” corrispondenti 
a go; gu=1; gisaggiccso q=n—i. Q, poi sarebbe la somma 
di tutti i valori presi da R quando vi sì faccia i=0; i=1; i=2; 
..t=n. Ma ad avere Q,, invertendo l’ordine delle somme, si può 
anche sommar prima tutti i valori di 7° corrispondenti ad i uguale a 
ciascuno dei numeri 0, 1, 2, ..... n—g, e, detta 7 la somma otte- 
nuta, addizionare i valori che prende / per q uguale a ciascuno dei 
numeri interi compresi fra zero ed n inclusivamente a questi due limiti. 
Procedendo in quest'ordine, e notando che il fattore 


lm dies ..(mun+1) Na 
SU Deda LE 0 (n—-g) laxba) 


di 7 è indipendente da i, avremo 
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H=(- 0991) (m_-q_2)... (m_R+1) p e?” 


IG ga essi (n—=g) (a+ba)" 








(= OSE 











a+bdbx I b a+ bx 
(ngi —g— EV Re a A 
| ente RIONE 
r(n—g)n—q—1)(nqg—2)...(nuq—-r+1)/k\{ ka \TT 
tear ; I Pete i 1 3) (ra) 


- ta, Si 


LI akbx 
La 
i alm—g)(m-g—1)(m—-q_-2)..(mun+1), _e' ( kx RO 
=(—1) “1.2.3... ..(i39) — ‘leda \aba 6 
= eten ga) (an (he) SI 
sua se i DT (n—-g) 6 1(a+bx)" 
e quindi i 
__(—a)fe” 
" (a+bx)" 
p,OZTEL Lp, 4 monte nt 1) (18), 
- 5 1.2 b 


(m-n+3)(m-n+2)(m-n+1)/ka) 
mer 





sel) i 9A 
_ aM(m—1)(m—2)...(mun+1) SF) 
è ceota, è, è È vg O +( I) 3 "9. Ea n LOS | b 
Sostituendo nell'equazione (17) per Q., O; Qi; i... Migcuraa Om 


i loro valori la cui espressione generale è data dalla formola precedente, » 
k 


è x \ 
ed ommesso il fattore comune e’, essa diventa: 
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m ka 
ao PTT des 


dx" abbx da" 





m— 1 ka p min 3)(8) 
la dela ra 0) \d’"’E 
(a+bx)° dae" 
m-2 ka (m-1)(m-2) ) sn (3) 
i I i Silea "E (F du i ASI b dC 
(a+b5x) det 
(— 1)" de-*C 
(19Xt Det Rae n ER ta+b2)" dama 
m-n+1 ka Monta) (ant) (52) p 
—P———TyTyTy8<* --_P——— 14 Ro 


P,— 
+ 


i#D -—P, ’ 
; I b sisi 1,2 


(m-n+i)(m-n+i-1).. «(m_n+ (FP) 


OSTICO i 





+(—1)'. 


ka ka\° 
Ai PP Py} (#) piE SCE 


Ri) 


Questa equazione è integrabile coi metodi conosciuti, e se dicesi C l’espres- 
sione più generale in x che vi soddisfa, l’equazione (15) sarà l'integrale 
completo della proposta equazione (5). 

All’equazione (19) si può dare una forma più semplice. Osserviamo 
per questo che le diverse radici 


kx +a,, kx-u,, kax+. ‘ KI Um 
a4ba°’ ‘axLba? a+ba VII a+bx 











dell'equazione caratteristica possono scriversi in quest'altro modo 


ka ka ka __ka 
k toh i k TE i k \cdnie k Lom 5 . 
bt axba? b'a+ba! b'a+ba? bt a+ba ’ 
diciamo B,, f,, 3, ..... Pm le quantità | 
ka ka ka ka 
ue 3 usi 3 sian - © 3 e000.. VARESE 2 


e rappresentiamo con II, la somma f,+f.,+f;+..... +£, delle ora 
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IT,,., le somme dei prodotti distinti 
che si possono fare colle medesime prendendole rispettivamente due a due, 

‘tre a tre, ... m—1 ad m—1, e con II, il loro prodotto ff}, ff... fm: 
con un ragionamento analogo a quello con cui abbiamo stabilito l’equa- 
zione (8), si scorgerà che i coefficienti di 


dette quantità, e con II,, Mz, ..... 


To ea de: 3C6 dd dC Cc 
dai qa? dg dans ci; 


nell'equazione (19) sono rispettivamente 


II II IT, 


TAL EM 
(—1)"II, (—1)"I, 


ta+bx) , 


e che perciò la detta equazione (19) può scriversi così: 


d"C Mii ATTI II, d" "E 
o a arba dat (axba) dar 
II d"-3C Li dà Ma ATE 
(AE) de73 sesehe ca. (a+bx)" da"-" 
Le 
si evi. 1) Gig è 


Sia come esempio particolare proposta ad integrarsi l’equazione seguente : 


d'y __18x+3 d°y | 108x°+36x+30 dy 


saliiaizal da 3a=1 da (3x—1)° da 
__216x°+-108x°+180x +82 _ 
(Ga=1) "ns 


Dalla forma dei coefficienti scorgesi che se essa è integrabile col metodo 
che ora fu esposto dovrà aversi a=—1; 5=3; %k=6: confrontando 
poi i coefficienti stessi colla forma generale di 4, data dall’equazione (14) 
si hanno le uguaglianze 
18x+ 3=I3kKx+ P,, 
108x°+ 36rxr+30=3k*x°+22,kx +P, , 
216xf5+ 108x°+ 180r+82= kix+ P,ke'+Pkx+P,, 


cui si soddisfa indipendentemente da ogni valore di x assumendo k=6, 


come giù abbiamo detto, e P,=3; P,=30; P,=82: epperò la 
f 


4 
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proposta equazione (b) è effettivamente integrabile col metodo trattato in 
questo paragrafo. L'equazione (19) colla sostituzione degli accennati valori 
di a, è, &, P,, P,, P;, e fattovi di più m=3, si riduce alla ‘seguente: 
LR" VR 54 dC 162 
dè 3x—1 da Gxa—i1) de (ea=1) 
il cui integrale completo, rappresentando con C,, €,, €; tre costanti 
arbitrarie, è 
C=C,(3x—1)+C,(3a— r)+C;(3x— 1): 
l'integrale generale della proposta equazione (b) sarà perciò 
y=e*(C,(3e — 1I)+C.(3e—-1)°+C;(3x—1)) . 


$ 3° 


Uno degli argomenti trattati dal Dottore Brunacci nella sua Memoria 
già citata è l’integrazione dell'equazione differenziale lineare ordinaria 
d'ordine qualunque nm, la cui equazione caratteristica abbia p radici co- 
stanti ed m—p radici variabili. Dimostra l’Autore che 1’ integrazione 
dell'equazione proposta dipende dall’integrazione di un’altra equazione 
lineare d’ordine m—p, ed è perciò sempre possibile quando sia p=m—1. 

(Questa proposizione è un corollario quasi immediato dell’altra più 
generale e più antica dovuta a Lacrance, di cui anche fu già fatta parola, 
la quale stabilisce che la determinazione dell’ integrale completo di un’e- 
quazione differenziale lineare ordinaria di ordine nm, della quale si cono- 
scano p<7m integrali particolari, si riduce all’ integrazione di un'equazione 
d’ordine m —p ancor essa lineare. | 

Sebbene la proposizione del Dottore Brunacci sia già dimostrata in 
più d'un modo, tuttavia io mi propongo di tornarvi sopra, perchè la via 
che io seguo per dimostrarla mi conduce a stabilire un teorema sulla forma 
della ridotta d'ordine m —p, mercè il quale questa si può formare con 
calcoli senza confronto più semplici e più brevi che quelli indicati da 
Brusacci, e si può scrivere l’ integrale completo dell’equazione proposta 
appena sia conosciuto quello della ridotta. Sia dunque l'equazione lineare 





i d"y dI dt APE 
{9}! dx" dan: 2 FgnatAAdagzala AA nf 0 ’ 


e l'equazione sua caratteristica 
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(6) LL. 2PA, MPA. A "AA 0 


Ù 
abbia p radici @,, @,, @3;... 4, costanti, ed.m—p radici 9,, 9., 
93,°-- @m_p Variabili funzioni qualunque della x. 

Rappresentando con G, la somma dei prodotti distinti che si possono 
formare colle m —1 radici diverse dalla @, prese n ad n, un coefficiente 
qualunque 4, dell'equazione (5) avrà la forma: 


(ar) ASSE A,=(—1)"(a,G,_,;t Gn) - 
Rappresenti M, una funzione della x da determinarsi, e poniamo 
(22) ein ya M0%8 4 


un coefficiente differenziale d'ordine qualunque m —n della y sarà espresso 
come segue : 





"Apc è ita 
(23) ire damn © 
Miane A 
i da 
+ (n) a Sirion a 
% rca dx 
_, (mn)(imon—1)(m_n—a). ..(mon—i+i) ,,_,_ diM, 
SPEED 73 37 i Pe da 
Nin. de 77M d*-°M 
1) Sagl piu intro dh n rt | dina feti, 
î PIT aio da" 


Sostituendo nell’ equazione (5) per y e suoi coefficienti differenziali le 
loro espressioni-tratte dalle equazioni (22) e (23) ed, ommesso il fattore 
e”, ordinando rispetto ai coefficienti differenziali della M,, l'equazione 
proposta assumerà la forma 


- d"M, K d*72M, d”*M. 
dx m-r gni m-a Tama 1 RITIRO TE TE 
a E re ud 4 : 
dx da 


in cui un coefficiente qualunque X, si scorge facilmente essere dato dalla 
formola seguente: x 


a e TOWN IMVRIRIMEMIINAT (NSSIILI (CO UOE.O MNM GC OGGI VIII GUIANA TTT 
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_mm_—1)(m—2) sing (i+1) 


ni 1.2.3.....(M—-i) 


Pei E en arde pri re gi pen ita d 
a 14; m(m_— 1) 





(m—i)(m—i—1)(m—i—-2)..... (m—i-qg+ DI pais 


+ m(m_—1)(m—-2)..... (m_—q+1) 


(m—i)(m—i—1)(m—i—-2)..... I 
su PLORISITO a uit 0 BR d 


m_i * 
La quale espressione di X, ponendovi per 4,, 4, -..4g3 --Am-i 
i loro valori espressi per mezzo di G,, G,, ... G,,_; dati dall’equa- 
zione (21) si trasforma nella seguente : 


(4 Rei di Bi OSO -- (m—?) (m—i— 1) 


pulire {+ Si Sa e PI Ai 4 
mae I (m—1)(m—2) af 





i ri a RR n at. 
X<+( )? (m_1)(m_2)(m—-3)..... (m—-g) G, 


lm-i(a-i-i)@=-i-2) paia LG 


ite Fini (m_—-1)(m_—2)(m—-3)....... i 


per #=o essa diventa zero, epperciò la precedente equazione differen- 
ziale in M, viene a mancare del termine che contiene la M, sotto forma 


finita, ed in conseguenza, fatto 
dM, n, 
= N, 2 
da 
si ha per determinare N, l’equazione lineare seguente d’ordine inferiore 
di un’unità a quello della proposta equazione (5) (*): 





(*) Che l'equazione in M, debba mancare del termine contenente questa variabile sotto forma 
finita, epperciò debba il suo ordine potersi ridurre di un’unità si può dimostrare più brevemente 
così; poichè l’equazione (6) ha una sua radice costante ed uguale ad a;, detta C una costante 


il primo membro della (5) si riduce al prodotto di De? per il risultato della sostituzione di a, 


| 
s a 5 , d,t 4 £ CCR | 
arbitraria, l'equazione (5) è soddisfatta ponendo y=Ce * ; ed invero mediante questa sostituzione 
in luogo di 2 nel primo membro della (6), il qual risultato è nullo per ipotesi. Ora, noi avendo 
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d"=* N, de7*M d°-5M. 
(24) RETTA NE Traci + gag Fa ge 
Fodeg. RE LC Il +K.N=o0 
da 


Ora io dico che questa equazione (24) è della stessa forma che 
l’equazione (5) nel caso che trattiamo, ossia che l’equazione caratteri- 
stica della (24) ha ancora alcune delle sue m—1 radici costanti e le 
altre variabili, e precisamente che queste nm —1 radici sono le differenze 


A, 2A, 3 dA, , -.- dh UA; ped, 3 PaU Pa Ap a at Pm p Ia 


fra la radice a, e le altre m—1 radici della (6). 
Infatti l'equazione (6) può scriversi nel modo seguente: 


| amet G,3"7? + G,3"75—..... +(1)7G,3"777" 
Z—-A4,) O i 
e: 0 è è (è ‘e a ‘0ì (0: 0) (6 le. esp sf ibis Lean 
facciasi in essa z=a,-+w e si sopprima il fattore w, l’equazione tras- 
formata che avrà per radici le m —i1 differenze or ora accennate sarà 
(uta,)"'—G;(u+a,)"-*+G,(ut+a,)" }—.........- CE 
+(—1)9G,j(uta,)" 17... 0... (—1)"G,_,=0; 
nella quale se, sviluppando le diverse potenze di -+-a,, si cerca il 
coefficiente che moltiplica %*7', dettolo #,, si trova 


(m—1)(m_—2)(m_-3).....î 





i ihr a (m—-i) 
Re ami: (m—_i)(m—i—1) gaia 0 SA 
si pa + via G,a, » 
#4 aMm—i)(m—i—-1)(m—i—-2)...(m—i—-qg+-1) peroni 
si dia! (m_—-1)(m_—2)(m—-3)..... (m—-g) 6,4 
BEGCA +(—1): (m—i)(m—-i-1)(mTi—2)...1 pupe 


(m—1)(m_—-2)(m—-3)..... î 


ossia #7,=K, come volevasi dimostrare. 





a,x 3 LRE : x 
fatto y=M,e ' , uno dei valori di M; che verifica l’equazione trasformata : 


d“M __K a Ma e} È 
3 a == 


d'M dM 


+ +... +Kr-—+K,M:=0, 
da 


da" m_1 da"! da"7? i ‘dx 


è M:=C, îl qual valore sostituito nella trasformata medesima la riduce a XK, C=0, ossia a K,= 0; 
ciò che appunto volevasi dimostrare. 
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Trattando adunque l’equazione (24) come si è trattata la (5), fa- 
cendo cioè | ì 
: N=M.el&74)® è 

(poichè «,—a, è una radice costante dell’ equazione in z, poc' anzi 

considerata, ossia dell'equazione caratteristica della (24)), e quindi 
dM, _ 
Ide 

la determinazione di N, verrà a dipendere da un’equazione lineare d’or- 

dine m—2 





Nor 


«==. d"- 3 N, daN, 
(29) i Fa na ge eg 
TEA ne a ARE eo +Z4N,=0, 
JE 


tale che le radici dell'equazione sua caratteristica sono le differenze fra 
la radice a,— a, dell’anzidetta equazione in w e ciascuna delle altre radici 
dell'equazione stessa, ossia tale che l'equazione sua caratteristica ha per 
radici è 


Az =, ’ A, A, gent a, dg; pe da ’ Go, - da , Dr d, 3; 2 «he Pnp Ad, - 


Continuando lo stesso procedimento , finchè tutte sieno scomparse le ra- 
dici costanti, sì giungerà ad un’equazione lineare 


i d"-P N d=="P—*]V d"-P-=N 
(26) pista dar ting pre  gar 
RITO: + pre RIBATTE +X,N,=0 
X ti 


d'ordine m—p, ossia d’ordine uguale al numero delle radici variabili 
della (6), di cui un coefficiente qualunque X, sarà uguale alla somma 
dei prodotti distinti che ‘si possono formare colle quantità note 


Diaz 45 Pod ai O m-p Up 


prese ad Repaisi ad m—p—i+1, e col proprio o con con- 
trario segno secondochè m —p —i è impari o pari, poichè l'equazione 
caratteristica della (26) deve avere per radici le suddette differenze 
Pap 3 Pad Pad gp dp 

Rappresentando poi con N, la funzione più generale in x che verifica 
la (26), la qual funzione comprende perciò m—p costanti arbitrarie, 
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e, con, Cra Coal C, altre p costanti pure arbitrarie, sì trova, | 
risalendo , per l'integrale completo della proposta equazione (5), 


(28) ba (4; ig N lE di. a 


+00 (ol@-a) 24% (ol Aa se eg falle Nada. 


Per rendere sensibile quanto la maniera d’integrazione fin qui esposta 
sia più breve di quella del Dottore Brunacci la impiegherò ad integrare 
l’equazione 


dv STI LA 
(a TET® 1T4iggt489=0 . 








che egli scelse come esempio particolare cui applicarvi il suo metodo. Le 
radici della equazione caratteristica della (c) sono, come è facile vedere, 
a,=2, a,=—2, 9,=x°. L'equazione che in questo caso, in cui 
m=3, p=2, X,=-=x°—2, corrisponde alla (26) è 

EN 


TRE sN o 


la quale integrando, e denotando con / una costante arbitraria, dà 


23 
— +27 


N,= Fe} 
Epperò dalla (28) si deduce per integrale completo della proposta 
| Zar 
yg= Ce?" + c.e-+re feta a - 


od ancora, trasformando il doppio integrale in integrali semplici e fa- 


cendo F=4E, 


2x3 x3 
| 2r ar ’ ap Dan ile gie: ‘ 
= C,e? +C,e TLE\e?"fe dx -—e e dx 


Quando le radici variabili 0,, 0,, 93...... ®m-p della (6) fossero rispet- 
tivamente uguali a kx+a,, kx+0,, kxa+0, ..... KXEAm=p 3 
kax4+o, kx-+a, kx+&+0; KXLt mp è» ì 
oppitte a pen * dicta fig” fiati DIO e TITTI 
a i a Re cai A Cm-p SOno quantità costanti, le radici 


dell'equazione caratteristica della (26) avrebbero ancora la stessa forma, 
epperò la detta equazione (26) sarebbe integrabile coi metodi esposti 


- 














do CIRCA ALCUNI CASI DI INTEGRAZIONE ECC. 


nel primo o nel secondo paragrafo di questa Memoria : donde sì con- 
chiude che un'equazione differenziale lineare d’ordine qualunque è inte- 
grabile completamente nel caso che l'equazione sua caratteristica abbia 
alcune radici costanti e le altre variabili, tutte però queste ultime dell’una, 
o tutte dell’altra delle forme accennate. Così, se si debba integrare 
l’equazione 
d'y d°y - 
(pozza. è pra — (4x +1) 54 3*+(4x° + 12e—11) 75 





si formi la sua equazione caratteristica 


—(20x°—16x— 9) 


z'-(4rx+1)2°+(4x°+12x—11)z° 
—(20x°— 16x —9)z+24x°—48x+18=0 . 
Per vedere poi se e quante sue radici sieno costanti si ordini questa 
equazione rispetto alla x, che diverrà perciò 
x°(42° —205+24)+x(—42"3+122°+162—48) 
+2'—2'—113°+95z+18=0; 

si cerchino ora i valori di 2 che annullano simultaneamente i coefficienti 
di x° e di x e la parte del primo membro di quest'equazione indipen- 
dente dalla x: questi valori sono: z=2; 2=3: soppresse queste ra- 
dici nell’equazione precedente, essa diviene di secondo grado e dà per 


gli altri due valori di z le due seguenti espressioni 2x—1; 20—3. 
Si ha perciò, nel caso dell'equazione proposta (d), m=4; p=2; 





a=2; a,=3; 9=2X—1; qQ,=2x—3; la caratteristica dell’equa- 
zione corrispondente alla (26) ha per radici 2x—4 e 2x—6,. epperò 
l'equazione che somministra N, è 











)(2x—-6)N=0, 
la quale è della forma di quelle trattate nel primo paragrafo. La quantità 
che là era rappresentata con % quivi vale 2; fatto perciò 

N,=Ce*° ; 


come dicemmo nel paragrafo citato, l'equazione determinatrice di C si 
trova essere | 
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d*°C dC 
de + IO rt 20C=0 3 


essa dà , rappresentando con E ed Y due costanti arbitrarie, 


C=e-!*(Ecos.x +Fsen.x), ì 
onde 1 
N,= e” -**(Ecos.x + Fsen.x) ; 


e finalmente, sostituendo nella (28), si ha per integrale completo della (d) 
y=C.e? + Ce?" + es [ecdxfex*-**(Ecos. x+Fsen.x)dx , 
od ancora, trasformando il doppio integrale in integrali semplici , 


y=C.e?+ C,e°* +e!" (e3°—5"(Ecos.e+Fsen.e) dx 


. 


dA e** [e'-+"(Ecos.a+Fsen veldx . 


La proposizione che serve di fondamento al metodo di integrazione esposto 
in questo paragrafo, come si sarà avvertito , è la seguente: se l’equa- 
zione (6), caratteristica d’un’equazione differenziale lineare (5) d’ordine 
qualunque, ha una radice costante a,, fatto y=M,e"*, l’equazione dif- 
ferenziale lineare determinatrice di 7, ha per caratteristica un'equazione 
di cui una radice è nulla e le altre sono le differenze fra @, e ciascuna 
delle radici della (6) diverse dalla a,. 

Il metodo seguito per dimostrare l’ora detta proposizione serve pure a 
provare quest’altro teorema: in un’equazione differenziale lineare d’ordine 
qualunque mm fra la variabile x e la funzione y, la cui equazione caratte- 
ristica abbia per radici costanti o variabili 2,, 2,, 23 .+....+ 3n; fatto 
y= Ce'*, dove C denota una funzione della x a determinarsi e 7 una 
costante qualunque, l'equazione trasformata in C è ancor lineare d’or- 
dine m e le radici della sua equazione caratteristica sono le differenze 


kr POSTI ANI ade e i 


Quest’ ultima proposizione è più generale della prima e la somministra 
se si fa y uguale alla radice costante che, nel caso considerato, avrebbe 
l’equazione caratteristica della proposta. Da essa ancora sì può trarre la 
proposizione dimostrata nel paragrafo precedente: difatti per le equazioni 
ivi contemplate si aveva 


5 
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_kx+a,,__kx+a,, K _kx+a; , Li _FX4 Gm 
Sl ape. eseda edeggi 1 TT adeba 
k 
Fatto dunque 733 la caratteristica della trasformata in C avrà per 
radici 
ka ka ka a __ka 
pr» vi eni, m 77 


2 


a+bx * a+bx a+bx ”? 


epperò questa trasformata coinciderà coll’equazione (20). 


$ 4 
Allorquando i coefficienti dell'equazione differenziale lineare d’ordine 
qualunque 


PSA Es LEI na Vagli +Bi=% Li, . + Byy=0 


sono funzioni algebriche razionali intere della x, tali che il primo membro 


della sua equazione caratteristica ordinata rispetto alle potenze decre- 
scenti di x assuma la forma 


| df(z) k(k—- d° 
(P) ..... arf+kar DO) MEI pp ESA SILENCE Se 
gu F(E_3)( Mera) Seggi n EI pen f 0) a dr 
k(kK—1)(kK—-2)..... (Am4-1) | pm d"f (2) 
mn CU PRETI: m de - 


dove f(2) rappresenta un polinomio qualunque razionale intero in 2 a 
coeflicienti costanti il cui grado sarà necessariamente m, % denota un 
numero qualunque, e p un numero pur qualunque il quale però giusta 
l’ipotesi fatta sulla forma dei coefficienti dell’equazione (29) sarà sicura- 
mente intero € positivo, l'equazione (29) è integrabile completamente. . 
La determinazione dell’integrale generale dell’equazione di cui ora io 
iraito riposa sopra una considerazione della massima semplicità, cui vado 
ad esporre generalizzandola però molto più che non sia necessario per 
dedurne l'integrale della proposta equazione prote La considerazione 




















i 
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accennata è la seguente: se nell'equazione differenziale lineare d’ordine m 
a coefficienti qualunque 
du d*7*u dr 


(7) Pe An da Tgr ai mat n b.i&L 


Tm Ly =0 , 
da"7—" 


detta F(x) una funzione qualunque della x, sì sostituisce y (x) in 
luogo della w, l'equazione differenziale fra y ed x trasformata della (7) 
è ancor lineare d’ordine m, e rappresentandola con 


Cra dg d"— di Sai 
(eta, ce alri e. Pi —Sb... by =0 


gli sviluppi dei suoi coefficienti 4,, ... 4,, .-. An Sono tali, che de- 
notando con f(z) il polinomio 


ZL LIT. "ue, 


ossia il primo membro dell’equazione caratteristica della (7), e con 


CAMPO d'f(3) d".f(3) 

Pr PRELETLE ren = 
le successive derivate di f(z) prese rispetto alla sola 2, il primo membro 
dell'equazione caratteristica della (5), ordinato rispetto ai coefficienti dif- 
ferenziali successivi di (x), facilmente si trova essere 


1 dF(x) fa, F(x) SE 
F(x)f( has dex dz +0 da” 
Pia I d'F(x) 96 z) 
(è) F(3) «ppi PURE E è det: de 1° 
I d"F(x) d"f(z) 
ARRE ER I ei E 4 3 moda" dz" 


Se quindi, data un’equazione differenziale come la (5), sappiansi deter- 

minare per (x) e f(z) due espressioni convenienti perchè il primo 

membro della sua equazione caratteristica possa scriversi sotto la forma (0), 

e sappiasi inoltre trovare un integrale particolare o l'integrale generale 
| DEU 

dell'equazione (7), la cui caratteristica è 


f()=0, 
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un integrale particolare o rispettivamente l'integrale generale della pro- 
posta equazione (5) sarà 

dali) 

VERTE 
Ciò posto, tornando al caso dell'equazione (29), se si divida il primo 
membro (8) della sua equazione caratteristica per x”, questo verrà a 
coincidere con (è), in cui siasi posto F(x)=a* purchè f(2) rappresenti 
un polinomio razionale intero in 2 a coefficienti costanti. Ma in tal caso 
sì sa sempre trovare l’espressione più generale V della funzione di x 
che soddisfa l'equazione differenziale lineare la cui caratteristica è f(2)=0, 
si conoscerà pure adunque l’integrale completo della proposta equa- 
zione (20), il quale sarà 





U 
ST ° 
Così l'equazione pi 
l*y d 
| (ARR sei 4x7 + (42) +3)y=0, 


che ha per equazione caratteristica 
4x°2-—4xz+4x*+3=0 , 
il cui primo membro ordinato rispetto alle potenze di x coincide con (8) 
in cui siasi fatto m=2, p=2, k=—!, f(2)=42°+4, è in- 
tegrabile col metodo in discorso, e siccome l’equazione 
37 Fo: 
nti uo 
da 5 
la cui caratteristica è à 
z+i=0, 
o ciocchè fa lo stesso 
42°4+4= ud, 
ha, denotando con C, e C, due costanti arbitrarie, per integrale generale 
u= C,sen.x +C,cos.x , 
V integrale completo della proposta (e) sarà 
y=Vx(C,senx+C,cos.x) . 


Similmente ao 





(las x IU xTL- (20°-12)É L-8244 (0° —4)y=0, 


da da 


il primo membro della cui equazione caratteristica ordinato rispetto alle 
potenze di x è 
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x'(2'-22°+1)+8x(25—2)+1252"—4, 


ossia è uguale al risultato che si ha facendo in (8) p=2, k=2, e 
f(3)=24— 22° +1, s’integrerà col metodo superiormente accennato, 
e darà per valore generale della y 


pil ii, 
x 
in cui le lettere C,, C,, G;, C, rappresentano le costanti arbitrarie in- 
trodotte coll’integrazione. 
Le equazioni lineari la cui caratteristica si può ridurre alla forma (f?), 
e della cui integrazione ci siamo ora occupati, sono quelle il cui inte- 


grale generale è rappresentato dall’equazione 


C,el4- Cet i da C,eln® 
== 3 
Ji i 
dove C,, C,, ...C,, soro m costanti arbitrarie, e &, &,, f., -..fn 


denotano costanti qualunque dipendenti dai coefficienti dell’equazione da 
integrarsi. Passando ora a casi più generali, mi propongo di trovare un 
criterio per riconoscere quando un'equazione lineare come la (5) abbia 
per suo integrale completo un'equazione della forma 


(30) eee C,el>" 4 dote + C_eBn® i 
SRI FETI 


o dell’altra seguente 
(31) LG (a+b2)"+C, (a+ bx)+. .-+Cn(a+bx)Fm 

Letta proce ai CO: 
nelle quali F(x) rappresenta una funzione qualunque della x, a e 5 
denotano due costanti qualunque, e C,, C.; --. Cnj Rig Rag +. Fm 
hanno i significati, che poco innanzi furono attribuiti alle stesse lettere. 

A questo fine si osservi che, se l'integrale generale della (5) deve 
essere dato dall’equazione (30) o dalla (31), la (y) dovrà avere per in- 
tegrale completo 
u= Cita C,e'804 Papa Te Lp Ce ta® ’ 

o rispettivamente 

u=C,(a+ba)"+C,(a+bx)"+ E dwg +C,(1+bx)fm, 


epperò i coefficienti L,, L., ..... L,, ».... Ln di essa dovranno essere 
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costanti nel primo caso, e nel secondo soddisfare alle equazioni 


GIO. G, . 
(E) st ngi Fb dd ea Siate 
ico: de L Gm 


— (a+ba)° " l@+ba) 
nelle quali. GigiGig. 0 Gorni G,, sono costanti qualunque. 

Si consideri inoltre che, l'equazione (5) risultando dalla (7) col so- 
stituire y (x) ad x, fra i coefficienti delle ora nominate equazioni 
sussistono le relazioni 


4,F(2)=L,P(x)+mE@) , 





APE, FE (EE She) een DEI 


A;F(x)=L:F(x)+(m—2)L, IPC 





m—_1)(m—- 2), d'F(x 
pz bj F@ 


srl sa) Ele). 


“dai 


dF(x) 
da 
(men+2) (mun+ La GE, 
2 dx 





Pia)=L.EG} +(m_n+1)L,_, 
(32) | 


Fi ua sii nie Ti «(m-n+1)7 d'F(x) 
11634 el î I del 





m(m—1)(m—2)... (m—n+1) d"F(2) i 


+ 
LAI o i n die” 


deep d'F(x) L Ò. 


Ù a da? Ba saio alc oa 


A,F(2)=L,F(2)+L,_ 


d' Fx) A d"F(x). 


+Ingrtnent a 
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alle quali si dovrà poter verificare, determinando convenientemente /'(x), 
con valori costanti per le incognite Z,, Z,; -..Z,, se l'integrale della 
proposta equazione (5) ha da avere la forma (30), o prendendo per le 
stesse iricognite espressioni della forma dei secondi membri delle equa- 
zioni (e), se l'integrale della detta equazione (5) deve essere rappre- 
sentato dalla equazione (31). 

Ora la prima delle equazioni (32) somministra, indicando con 7 una 
costante ‘arbitraria, 


P(@)= Ho RS af ; 


è L da . î n . 
e siccome il fattore Me nf ‘, nel primo dei casi che consideriamo, 


I 


, —d& 
ossia quando Z, è costante, si riduce ad Ze " , e nel secondo caso, 


G, 
a+bx? 
fattore potrà, tanto nell’uno quanto nell’altro caso, intendersi fatto pas- 
sare, coi necessari cambiamenti di segno negli esponenti, nei numeratori 
delle equazioni (30) o (31), senzachè la forma di questi numeratori sia 
variata, e senza perciò che i coefficienti dell’equazione (7) cessino di 
essere costanti, o rispettivamente delle forme rappresentate nelle equa- 
zioni (e); epperciò, se l’integrale della (5) deve essere dato dalla equa- 


G, 
ini cui &, = l’accenmato fattore vale Y7(a+dx) %, questo 





Li 
zione (30) o (31), per espressione di F'(x) si potrà assumere PS Ta 
Attribuendo tal valore a (x), la prima delle equazioni (32) dà Z,=0, 
la seconda fa quindi conoscere Z,, la terza Z;, e così di seguito ; se 
questi coefficienti non risultano tutti costanti, o rispettivamente delle 
forme dei secondi membri delle equazioni (e), ciò indica che nè la (30) 
nè la (31) sono atte a rappresentare l’integrale generale della pro- 
posta (5); che se invece essi si troveranno avere l’una o l’altra delle 
forme accennate, si conosceranno ad un tempo i loro valori, epperò si 
potrà formare l'equazione (7) dalla cui integrazione, che nei due casi di 
cui parliamo si può eseguire, dipende la determinazione dell’integrale 
generale della proposta. 
Sì può evitare la risoluzione delle equazioni (32) sostituendo nella (5) 
af | ss Aa 
ue ad y; se la trasformata avrà i coefficienti costanti, 0 
| delle forme indicate nelle equazioni (e), si potrà determinare l’espressione 
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generale di e quindi l'integrale completo della (5); che se i coeflicienti 
della trasformata non saranno delle forme ora accennate, l'integrale ge- 
nerale della proposta non potrà essere dato nè dalla (30) nè dalla (31). 
A maggior intelligenza del metodo esposto cercherò se per mezzo del 
medesimo si possa integrare l'equazione 

d°y 4x+2 dy . x°+x+3 


be ie PARI RETE ì 





Le equazioni (32) in questo caso riduconsi alle due seguenti 


4XC+4-2 sn dF(x) 
STE a da 
X+Px+3 ca dF(x) d°F(x) 
ia Sr alari da 1 adi 


alla prima delle quali si verifica facendo Z,=0, F(a)=x°+x+1; 
la seconda allora dì Z,=1. Questo valore di Z, essendo costante, 
la (g) è effettivamente integrabile col metodo superiormente esposto: 
l'equazione (7) in questo caso divenendo 

du 


- e uUuZO0 
da° 4 


la (g) avrà, denotando con C, e €, due costanti arbitrarie, per suo in- 


tegrale generale 
__C,sen:.x +C, c0s.x 


Dia L+X+1 
Così pure s” integra l'equazione 


dî IV e 4 d 6\- 
(g)... TL (60-2) + (122 —18)5L— (80-24 +2)p=0. 


Se infatti si faccia 


) 3 2 
I =; 
1.S (60-i)da e” 
È == (08 


= Le nr 
J IC 


essa trasformasi nella seguente 
d'u 
o dg, 
Questa, C,, C,, C; essendo tre costanti arbitrarie, ha per integrale 
completo i di i 
1 u=C,x°+C,x#4C;; 
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| (e n} Ù 3g 


l’integrale generale della (g') avrassi pertanto nell'equazione 
Y —e*° (c#+0+2) . 


Le equazioni, il cui integrale generale ha la forma (30), non solo 
comprendono, facendo F(x)=x*, quelle di cui ci.occupammo nel prin- 
cipio di questo paragrafo, ma quelle altresì studiate nel paragrafo primo 

LE 
le quali né, risultano col porre F(x)=e ?; e similmente, le equa- 
zioni trattate nel paragrafo secondo sono un caso particolare di quelle 


il cui integrale generale ha la forma (31), il caso, cioè, în cui si abbia 
kx 


F (e)=e ; e non sarebbe, in tali ipotesi, difficile il risolvere gene- 
ralmente le equazioni (32), ossia il provare coll’aiuto di esse, che l’equa- 
zione (y) alla cui integrazione si riduce l'integrazione dell’ equazione 
proposta coincide colla (13) o rispettivamente colla (19). 


gs: 


Denoti f(x) un polinomio contenente la sola variabile x, razionale, 
intero, di grado non superiore ad m, le cui derivate successive dalla 
prima. fino. alla m°"* sieno f(x), f"(e), f(x), ... f(x), ed 4 
rappresenti una costante data qualunque. 

Se a, sia una radice dell’equazione 


(61) a fee; 


dico che 
(35) Vi ZIA Fta=(a__agrrà 


sarà un integrale particolare dell'equazione differenziale lineare 





SR FIS ATI LO Lada) IL) 





COM dall aaa | 
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In fatti ricavando dalla (35) l’ espressione del coefficiente differenziale 
d'ordine qualunque Te ) della y si trova 

(37). sui. ue =(m—4-1)(m-A—2)(m—A—3).. «(A)(x—-a,)77; 


e sostituendo nella (36) per y la sua espressione data dalla (35) e per 
1 successivi coefficienti differenziali della y i loro valori ricavati dalla (37) 
coll’attribuire ad i valori convenienti il primo membro della detta equa- 


zione (36) sì riduce a 
(— uf; pria nr: mr) — a) 


FP (2) 


tardi 


N 

MAR i: gi 

SA --.a) 
=(-1)A(4-1)(4-)...(4A-m+1)(e—a) fa) =o0 , 


lesi Se P D+iea) 


per essere a, radice della (34), ossia perchè si ha f(a,)=0. 

Di qui ne segue che, se f(x) sarà di grado m°*° ed 4 un nu- 
mero negativo, o positivo frazionario, 0 se positivo ed intero sarà uguale 
o superiore ad m, dette a,, 4,, 4, ..... a, le m radici dell’equa- 
ZIOnO (04) NCR Coin Cn m eostanti arbitrarie, l’ integrale 
completo della (36) sarà 


(38) .... y= Clena)"+0.(e—a)m-4- 
+C;(a—a;)"-4'+ peer +C,(e—-a,)"747' 


Questa equazione cessa di rappresentare l'integrale completo della (36) 
quando la (34) abbia una o più radici multiple; è però facile, appli- 
cando metodi conosciuti, il provare che, se la radice a, e n?*, cioè se 
abbiasi 

a=a,=A43=....... di; 


sostituendo nel 2.° membro della (38) al polinomio 
Cra)" +0 (—a,)"-4'+ Ce a)" 


+... IERI LIT ell 
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quest'altro, in cui B,, Di, B,; ... B, sono ancor costanti arbitrarie, 
B s(et_a, Vici +B (= ) da 5: (ra, )r- MS 3 
ef eee dt ee +B,(a—a,)"_ A—-n ; 


l'equazione (38) rappresenta ancora l'integrale generale della (36). 
L'equazione 
pi Y 





+ 180x° dI+ {8061 +3607=e 


(MES: (2441) 5 D+ 24 a!7 v 


è integrabile col metodo di cui parliamo, perchè ma nella (36) m=4, 
A=6, f(x)=x*+1 questa coincide colla (h) preposta: e poichè le 
radici @,, @,, a;, a, dell'equazione 


xt4+i=o0 
VatiVay=1r, MERI VE 
Vai vayri, a Lay 
l’ integrale generale della (h) si avrà nr 
Mimliici Gini li Lidi i 
+G(e+1 Va) + +, 


sono 


a, 
da 


-» 4 
od ancora, riducendo a forma reale, nell’altra equazione seguente, in 
cui le costanti arbitrarie sono rappresentate dalle lettere M, ME N, De 

ia 
bri M, sen, \N+3darc. (tang. =x-V2+ 1)| 
ST TTT e e e 
(x | X- Va ol )? 


M,sen.? N+3arc. (tane =x-Vit1 
% ' (tang = Ya —1)f 


(c° —a- Va+1) 


Similmente, se venga data l'equazione 





d 
(8 (00420) ZL + 12(32° +20) DI L4+6(30+1) DL —35=0,. 


mi accorgo che essa è della forma dell’equazioné (36), perchè, fatto 
f(x)=8(x*+x°), il coefficiente del 2.° termine 12 (3x°+2x) vale 


Af'(x) purchè si prenda A=, ed i coeflicienti del SZ e dell’y nella 
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equazione, (i) sono appunto ciò a cui si riducono le espressioni 


UA-nP E MATTINA) 


2 


quando vi si ponga A=ì e f(x) =8(x°+x*), e siccome l’equazione 
xt+a*=o 

ha due radici uguali a zero ed una uguale a —1 l’integrale generale 

della (i) rappresentando con C,, C,, C; tre costanti arbitrarie sarà 


C. 
y2C, c+I+-CN +77 


Se il polinomio f(x) fosse di grado i<7 il secondo membro della (38) 
non conterrebbe più che i termini, epperciò non più di i costanti arbi- 
trarie, l'equazione (38) non sarebbe più allora l’integrale generale della (36): 
in tal caso però, siccome la (36) non contiene la y sotto forma finita nè 
alcun suo coefficiente differenziale d’ordine inferiore al (m—i)°, si 
scorge che, rappresentando con £,, E,, E.,..... E,-;-9 m—rri 
costanti arbitrarie, l'equazione 


+e IeE+Ex+4E,x'+4..... ei Le 
verifica altresì la (36), il cui integrale completo sarà. perciò 


(39) .... T=E+Ex+E.x°+..... I AMPIE: porn) 
+C.(e—a,)"*-'+C.(a—a,)"-4t+...+C(x—a;)m-4-. 


Tanto poi nel caso particolare ultimo esaminato l’equazione (39), quanto 
nel caso generale l'equazione (38) non rappresentano più che un integrale 
particolare della proposta, se 4 sia uguale ad alcuno dei numeri .1, 2, 
- FAANAAO m-—1. Allora infatti i secondi membri delle equazioni (38) 
e (39) sono polinomi razionali ed interi in x di grado inferiore ad m—1, - 
epperò contenenti meno di m costanti arbitrarie distinte. Tuttavia se A 
abbia alcuno degli accennati valori, ed anche quando A4=m, non solo 
si potrà trovare l’integrale generale dell’ equazione (36) nel caso che 
} (x) sia, come abbiamo fin qui supposto, un polinomio razionale ed 
intero in x di grado non superiore ad m, ma ben anche quando f(x) 
rappresenti una funzione qualunque algebrica o trascendente della x. 


m_i 


Supposto infatti 4 =i<m, e fatto Pg=s, l'equazione (36) si 





trasforma nella seguente: 
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cal (A+ 





È e (a+ EI n uti sa 


. dz 
14.205 CA , 


la quale può scriversi più concisamente così: 


Hi CO. | dub Ly (®)| 





dal y DM da' aiuta 
da cui si trae dapprima, indicando con Ce Coeli Ci, i co- 
stanti arbitrarie, 
> Sgr 
aa DA +Cxr*+CL+..... CX, 
e quindi la seguente che sarà l'integrale completo della proposta e nella 
quale B,, Bi, Bi, COS B,.-;-: sono altre m—i costanti arbitrarié 
y=B,+Bx+B.x+b..... FB 
mtT—i : 
“A CACCIA... + C;_4x'7 Fei 
F (2) 


S0GS 


In questo e nei seguenti paragrafi io considero equazioni differenziali 
parziali lineari, a due variabili indipendenti, d'ordine qualunque; sup- 
ponendole prive del termine indipendente dalla funzione e sue derivate 
parziali, la loro forma generale è la seguente : 


d"z dg dz 
Ao de ei è 0 00 6 0 0 e 00 + Amm gr 
dg d"-—?!z d"—'z 
(40) rele + Anso ggnit E da 55 go 
d"+13 dz - dz 
ttdune prg pote gn apt dro A=20n5 
in cui i coefficienti 4,0, Amis ee FS ti *AMEPEO alal DI 


A loan Arsa, 79 <» asetd;0y Lays9 Horo SONO-cOstanil 0 Wa- 
riabili, ma non contengono la z nè alcuna sua derivata. 
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Se gli ora accennati coeflicienti sono costanti, l'equazione (40); come 
fu già detto nel proemio di questa Memoria, è integrabile completamente. 
Risolta, in tal caso, rispetto ad @ l’equazione seguente, che chiameremo 
ancora equazione caratteristica della proposta (40), 


Spiga dr pl pri 3 LA mb +LAmor0 77 
(41) < t+Anna a B+..... dA 0 1, le E SE 
| LA +j,90 BH... +4, 044, BP+t40,0=90, 


e detfe 


2 (B)i pi(B); o:(B); ....... Om (8) 


le sue m radici, e rappresentando con 


F.(B); F.(B); Fs(B); -...... Fm(8) > 
m funzioni interamente arbitrarie della }, l'integrale generale dell’ equa- 
zione (40) è 


+9:(£ . by+xP2(6 
PESI Eaeiatà 'ag+/P.()e PREPA SIA 
| + F.()e9T "9 apt pot + [alate 1000 


in cui i limiti delle integrazioni indicate sono arbitrari anch'essi. 
Quando uno o più dei valori di « ricavati dalla (41) sono funzioni 
razionali intere di primo grado in { i termini corrispondenti del secondo 
membro dell’equazione (42) assumono forma finita; così se @, e b, es- 
sendo costanti indipendenti da ff si abbia 0,(£)=a,B+5, il termine 


fF8) 979 dg si riduce ad g9°, (yY+a,x), in cui J, è Sta 


bolo -di una funzione arbitraria. Se tutte dunque le radici dell’equa- 
zione (41) sieno espresse linearmente in ff, rappresentandole con 


af+b,; a,b+0b,; af+b;; ..... Anb+ Dm 
dove le quantità rappresentate dalle lettere 4,, @,, a, ..... di; bi 
b,, b;, ..... Dn Sono tutte costanti ed indipendenti da f, l' integrale 


generale (42) della (40) assumerà la forma finita e molto comoda 
ecc ba b I 
(43)... 4=2e “p(y+taa) te" v(y+a,a)+e "(7 +25) 


bm 
Sao cairo vale); +e "9n(F+ 4%) ; 
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nella quale d,, d,, da; 00. i sono, segni di funzioni arbitrarie. 

Il metodo che nel primo paragrafo ha condotto ad integrare un'equa- 
zione differenziale lineare ordinaria a coefficienti Lai nel caso ivi 
contemplato, serve pure a trovare, in caso analogo , l’ integrale g senerale 
della (40). 

Supponiamo infatti che i coefficienti di questa equazione (40) siano 
funzioni tali della x che le radici dell'equazione (41), risoluta rispetto 
ad @, sieno 


ke+ 9. (8); Fo+o.(6); ka+gi(B); -..:-Ae+om(8); 
essendo 0,(8); 9.(B); 9;(B); ..... ?=(8) le radici di un’altra equa- 
zione analoga alla (41), ma a coefficienti costanti, che denoteremo con 
Bino 07% Bm 0" PBPE Banana BA... +B, ml 
(44) + Br 0A" T'4 Bor 14 BA... + Bor mo" + 


«Bia arpa Da. +B,,,4+B5, b+B,,,=0 . 


L'equazione (41) ottenendosi dalla (44) col sostituire in questa a—%x 
ad «, un coefficiente qualunque 4,,,,g della (41) si potrà esprimere 
per mezzo dei coeflicienti della (44), e si scorge avere per espressione 





Ii a A 
B da PA Ja 
Prg ge ; r+g+1,9 EHE vega r+tg+a,gli CL... 
r<P1)(P+2)(r+3)..... r-+h | 
*G Et A a ) sei ia Rn vate 
(4-1) (F+2)(r+-3) Ped ina ok" "ta 


vio e (n-r—q) 


Tale sarà adunque la funzione di x che, nell’ ipotesi fatta sulla forma 


delle radici dell'equazione (41), AA nella (40) il coefficiente 
differenziale parziale qualunque 777 P con 7- Analogamente a quanto ab- 


biamo fatto nel caso, simile a questo, trattato nel paragrafo primo ud 
poniamo ora 


| 
| 
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C rappresentando una funzione di' x e di y da determinarsi. Le for- 


r 





ar Za iso ea i 
mole (10) ed (11) ci danno l’espressione generale di Ta: il cui termine 


generale è 


ti dito i 
e eta dele d'_!C 
= ate 2p da"! 


r+gq 
epperciò il termine Toi dello sviluppo di = "a; sarà 








r(e—1)(r—2).. 3 Rada i) I aste d' TG 
1.2.3...(i-2p)X2. 4. 6. A da'-!dy! 
È : £ n sf < , 
Il coefficiente differenziale parziale da dy essendo nella (40) molti- 


plicato per 4,4,,9; la cui espressione svolta secondo la potenza di x 
è data dalla (45), il termine generale che nella trasformata in C  pro- 
; i ; dî 743 : 
viene dallo sviluppo del termine 4,,,,y- Tad della proposta avrà 


per espressione 


o 3100}. <% 
ei..l..-.-«. 
e i ani a ul ii 
Zia) tti È (i-2p)X2.4.6..... i Pa'=3Pe da! dy' 
od ancora semplificando 
(47) (= i E I) UE 
7) SE 1.3.3. AXt4:3.. Ii he 
i i pi &' #16 
Regale E a dhe da'-'dy' - 


Per trovare la. somma di tutti i termini che nella trasformata in € 

| 4 E deo 

contengono il coefficiente differenziale parziale qualunque dad 
cercheremo dapprima la somma di tutti quelli di essi che contengono 
una medesima potenza v della x e la lettera B coi medesimi indici, 
ossia sommeremo tutte le espressioni cui si riduce il termine (47), 


supponendovi costanti le quantità r—i, qg, r+A, p, e dando ad % 











. STUDI DI. G. BRUNO 47 


e ad i tutti i valori interi e positivi che verificano la relazione 


h+i-2p=v. 
Questa somma è 
(rnit1)(r—ita)(rit+3). lee) log) dle 
1.2 dn i ORI duo da" -'dy9 


I tra rar eni 


o) sn ‘concisamente 
(48) ritafro sie) 
A Sig Tre grene CN TWIN 2p 


a 
Ed ‘80 


Blei e da” dy* 


X(I sm : 
Riflettendo ora che le due parti i —2p ed % di v provengono rispet: 
vamente dalle formole (11) e (45), dove sono gli esponenti di x nei 
Ri 
termini generali idegli sviluppi di sr e di 4,,,,5, € che però nè 





l'una nè l’altra possono essere negative, e che quindi 9 pure sarà o po- 

sitivo o nullo, ed osservando che l’espressione (48) è nulla per v>o, 

si scorgerà che l’espressione generale dei termini che nella trasformata 
A drone 

in C contengono la derivata parziale -—_—- si otterrà ponendo 

i da dy 

nella (48) v=0, anzi, giusta l'osservazione poc’ anzi fatta, ponendo 

i—2p=h=o0; con che essa si riduce a 


(r—2p+1)(r_-2p+2) (r—2p+3) A kb d"-32+1C 


+gsglhte È 3 ; 
pre io 2p bp da"-*rdy1° 
od ancora, facendo per semplicità "—2p=%, alla seguente 


(4-1) (+2) (4-3)... (u+-2p) da a pe d**1C 
SERE ati. 0022 2p Paone d'agdy 


La somma quindi dei termini della trasformata in € che contengono 

i i nia Sp RIO e Ja 
il coefficiente differenziale parziale -——— si avrà addizionando tutti i 
snoda dela GUI. SI SIRIZANII 201 


7 
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valori che prende la (49) quando vi si pone successivamente per p i 
numeri zero, 1, 2, 3, ecc. fino a quel più grande che verifica la relazione 
u+g+2p<=m. Questa trasformata, sopprimendovi il fattore comune 


E: 
a tutti i suoi termini e ?, sarà un’equazione differenziale parziale lineare 


a coefficienti costanti il cui integrale completo, che noi sappiamo trovare, 
ha secondo i casi la forma (42) o la forma (43). Trovata poi la più 
generale espressione di C, e sostituitala nell'equazione (46), questa sarà 
l’ integrale generale della proposta equazione (40). 

Applichiamo questo metodo ad integrare l’equazione differenziale par- 
ziale lineare del 3.° ordine 


L) d>z $ d?z d'z d?z 6 d*z 8 d*z jo 
de dr dall de da I 


+ (12206) TE — (Ba°—4)77—(Ba'12a]z=0 : 


Quest'equazione sarà integrabile col metodo superiormente esposto, se i 
suoi coefficienti saranno della forma (45), ossia se si potranno determinare 
le costanti 


VAR rd I i e A 
in modo da rendere identiche lc uguaglianze 

B,,=1; B,,=-2; B.;=—1; B,;=2; 
dB, kx =—6x ; B. ,—-2B,,ka=8x; B,,—B,,kx=2x ; 
—2B, kx +3B, Fkx°=12x°—6; 


aeB., kx +5; ka =-8r+4 ; 


B 
Bi, 
B 
B,,,—B, kx +B, ka —B, k'x'=—82°+125; 

alle quali infatti si verifica facendo 

Br, = 1; B;;=>-2; Bi iL; Basca; 
B,.= 0; B.= 0; Bi= 6; °° 
B.,,=—-6; B,.,.= 4; B,,= 0; k=2. 


Per integrare la proposta faremo adunque 
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e cercheremo la trasformata in C sia direttamente, procurandoci per 
mezzo della (1) le espressioni dei coefficienti differenziali 


d*3 d*z dz dz 
dx 5) da dy 9g ce000 0000 e 5) dy 9 


e sostituendoli vinitamente al valore di 2 dato dalla stessa equazione (1) 
nell'equazione (k) proposta, sia valendoci della formola (49) che esprime 
il termine generale della trasformata in C. 

Comunque si proceda, si trova, per determinare C, l'equazione dif- 


(1) 


3.° ordine a coefficienti vostanti 


d*C d* C d'C . dìCc 
a =0 


dai *dedy dady* dp 


ferenziale parziale lineare di 3 


la cui equazione caratteristica 
a -20°B—aB'+2B=o , 
risoluta rispetto ad «, ha per radici 
as; a=—f ; a=2f . 


Il valor generale di C, denotando con 4, , %,, %; i simboli di tre funzioni 
arbitrarie, sarà perciò dato dall’equazione 


C=y(y+x)+y(y-x)+d:(y+22); 
e quindi l’ integrale completo della (k) sarà 
s=e" [f.(y+x)+4.(y—x)+4:(y+2)] 
Similmente l'equazione 
d*z d*z d*z dz 
(m) 00 00 da dxdy * pra 352 3702-37 
+(4x°—6x+4)z=0 


ha i suoi coefficienti della forma generale rappresentata dal secondo 
membro dell’equazione (45), come è facile verificare; il valore che bi- 
sogna assumere per % sì trova essere —2, epperò per integrarla si porrà 


a 
z=Ce-” 


so CIRCA ALCUNI CASI DI INTEGRAZIONE ECC. 
Per l'equazione determinatrice di C trovandosi . 


me #c #C dC. dC 
ste *— ———— — —,__—— —= == è 
PP gii ©€ Pil lab E Sile PIA 


se ne formerà la caratteristica 
u—ad—2f—3ax+38+2=0, 
che risolta rispetto ad x dà per le due radici 
28+1 e —B+2: 
l'integrale generale dell'equazione in C sarà dunque 
C=e"g,(yr+t2x)te*% (rx), 


ed il valor più generale di 2 che verifica la (m) verrà dato dall’equa- 
zione seguente in cui, al solito, 4, e %, indicano funzioni arbitrarie ; 


s=e5"+"% (y+2r)+e=7° ho (—-x). 


Suppongasi che i coefficienti dell'equazione (41) sieno variabili fun- 
zioni della sola x, e tali che quest’equazione, risoluta rispetto ad «, 


dia per radici 
af+p.le): af+o.(2); af+o@); aB+on(2) , 


nelle quali espressioni la lettera 4 rappresenta una costante qualunque, 
2.(*), P.(), 9:(x), ®m(x) funzioni qualunque della x, tanto 
però la prima, quanto le ultime, indipendenti da f. In tal ipotesi la 
detta equazione (41) potrà scriversi nel modo seguente 


|-af—p.(2)][:-af=p.(a)][:—a8=9 1] 
x |a—aB-gn(2)] =o0, 


od ancora, rappresentando con 7, la somma dei prodotti distinti che si 
possono fare colle m funzioni 9,(x), 9.(2), P:(2), 
prese i ad i, in quest'altro 
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(a— af)" —p(a—af)" }ec —'+P.(aaf)"- Ver LACCO, 
MENTI ; 


e. quindi l’equazione (40) assumerà la forma . 











| ii dz m(m—1) IM e LESSE 
da ma Tar dy asd * datesdy dp 
d"-—!z d"='z na sn d"-—:z 

i P e —(m—_ 1) a 7zargy È o 0 0.080 +(—1) si 
n UE: i) CLAS DEI 

+ PZ, (i — e midi alleata lieto +(—1) Frati) 

Ga (TT o. 

d"-iz È dn 
Toei (m—_i)a 7. asia + l'ape «6 SERE 
cè _\nlm_-i)(m_i-1)...(m-i-n+1) dna 

ii albi Albe 

- "a | 4 Min; 
DE E api) dpr 
TE, RETEEINI it TE ct +(—1)"P_2=0. 


A fine di trovare l'integrale completo di questa equazione si ponga 
(DI) SIERO au z=Cy(yFax), 


dove C denota una funzione della sola x e 4( Lato) a 
una funzione qualunque di y+ax. 
Il termine generale della proposia equazione (50) essendo 


_ pisani) (min) (mina) mine) ep dea _ 
(52)... (—2) one, “i agaga 


per avere il termine generale della trasformata in C ci procureremo 
dalla (51) l’espressione di iero: Per questo, differenziando dap 
prima m—i—n volte rispetto alla x l'equazione (51) e rappresentando 
per brevità con y®(y-+ax) il |esimo coefficiente differenziale totale 
d'HITAN) | avremo I 
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d*—!—" d»-!-—* 
sr +aa) al catct RRt (r+ax) deri 








=> e. è è © è e e è è è e 6 è è è 0 6 è è è (lb è è da » a è» e alla è le e (elle ea ala “a. je ib 
105 it; _T quei) (m—i-n—1)(m—i-n—2)..(m—-i-n—r+1 
< "air ri ali, A r 
d"— ni Ai 
X a" pipa) anne od ai e 


amy (ei) (vr tax) C x 


e quindi differenziando ancora r volte rispetto alla y 


p(y+ax) aa 


do-1-=-* gi 
fil fa y(2+1) 

+ (m i n)aw nl (y+ax) —i-a_t 
n ll nina ola alaiaa i ae ai e ee dae I 
4) darn=adp— _, (m_i-n)(m-i-n-1)(m-i-n-2)...(m_i-n_r+3) 

(PIEDE: O r 
Xa gle+")( sir rrtanti Sd 
y da" —i-n—r 7” 


ami yy (mi) (I+tax) C © 


Il termine generale della trasformata in C sarà quindi 


i)(m—i—-1)(m—-i—-2)...(m-i-n—r+1) 


(54)... (— ile birre nÙ 1. DIS LI r 


dm-1-a-7 Cc 


Mia pet (y 4a) TC . 


Per avere la somma di tutti i termini che nella trasformata contengono 
m_i-n—-r 


il coefficiente differenziale qualunque en sommiamo dapprima 


quelli di essi che contengono la lettera P con un medesimo indice, ossia 
sommiamo tutti i valori cui si riduce l’espressione (54) facendovi i costante 
e dando ad r ed n per valori successivi tutti i numeri interi e positivi 
che rendono la somma r-+n sempre uguale ad una medesima costante. 
La somma degli accennati termini della trasformata in © è i 
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(—1)° (mn—i)(m—iT-1)(nmT—i-2)..(m—-i-n—-r+i 


Spiate gir (pipa) PETE 


r4n EPn)(r+NTI 
Mi 


ti PTT TT 
foce ceo i 
ra ade (r-+n) 


sparge pi EZIO etna, 


la qual somma è nulla semprecchè r-+rn, che non può essere negativo, 
non sia zero; epperò la trasformata in C avrà per fattore comune 4(y-+42), 
soppresso il quale, il suo termine generale sarà 


(—1)°P ‘ida I 5 


La trasformata stessa sarà perciò l'equazione seguente 


dC. d"—'C deo dC 
09)... gra Piogge Fa Ra 
U otiiota dii o da è + Dì I) CA C=o0 ’ 
che è differenziale lineare ordinaria. Se con un metodo qualunque si 
giunge a trovare m funzioni distinte C,, C,, C;,..... C._, della x che 
verifichino la (55), rappresentando con 4,, f,, Y3,0.... ;, isegni dim 


funzioni interamente arbitrarie, l’ integrale generale della proposta equa- 
zione (50) sarà dato dalla 


(610 RISSA z=C,p,(y+ax)+C.t.(y+ax)+C;4:(y+ax) 
SP La rn + Cnn Tax) . 
L'equazione (55) è integrabile completamente quando le funzioni che 
abbiamo chiamate p,(x), 9.(%), gi(x),..-9n(x) sono quantità costanti, 


o quando ciascuna di loro è la somma di una costante. qualunque con 
uua espressione &.x di primo grado in x che sia la medesima per tutte, 
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o più chiaramente quando, X, d,, d,, ds,...... 6, essendo costanti 


qualunque, abbiasi 


o.(a)=b+kx; o.(a)=db+kx; qa (a) =d3 +ka ; 
. AIRFRER RAT © ARIE REPORT o,(a)=bnt+kx è 


Ma nel primo di questi due casi l'equazione proposta cade in quello già 
noto dell'equazione differenziale parziale a coefficienti costanti, nel secondo 
dî essi l'equazione (50) rientra nel caso studiato nel paragrafo precedente. 

L’equazione (55) è pure integrabile completamente quando, essendo 
costanti le quantità rappresentate dalle lettere X, c, g3 d,, 22; 83.0 
le espressioni delle accennate funzioni 0,(x), 0.(x), 9;(x),.- 3 +) 
sieno le seguenti: 


PA "AS bi Dm 


C+ gx) c+ga) c+ga? LO C+8&x 
o le seguenti altre più generali 

kec+b,. kx+b,. kx+b;. kx 4 bm 

c+gx' c+ga) c+ga? C+ gx 


o quando alcune di esse sieno costanti e le altre tutte della forma 
kx+b,; kx+b,; kx+-b;; ecc., o tutte dell’altra seguente vi 5 
a nt - CEL 
ke+b,. kx +b; I 
c+gx° c+gx° 
integrare completamente l'equazione (50). 
‘Sia; per esempio, da integrarsi l'equazione 


ecc. pass sono adunque altri casi in cui si può 


d? 2 6 d°z d’ 3 d'z 
lie ll 12? Alla” PP VAR 
- 3/d°2 isa SR i si o) = 
s(dr_ dady + ; da dy è agio La 


alla semplice ispezione di essa è facile accorgersi che quest’equazione ha 
la forma della (50) e coincide con quest’ultima, quando vi si faccia 


Bg 6 


sdley ; i 6 “BE 
m==9, a=2, P,=7, P,=—;, P;=—;, epperò che essa è integra- 


bile col metodo ora esposto. E poichè l’espressione più generale di C 


che. verifica. l'equazione 
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d'C. 3-d°*C 664 936 


da x dx x dx a’ 


de 


clheme C.xc4+ Cze}, 


C,, C., €; denotando le costanti introdotte dall’ integrazione, l'integrale 
generale dell’equazione (n), se si adottano le lettere 4,, 4., 4; per in- 
dicare tre funzioni arbitrarie, sarà 


z=xy,(r+2x)+rd,(Y+2x)+x'd(y +2) . 
Parimente l'equazione 


d”z d°z dI 


(0) ... Ta ieri soa 


dady dyi AR (+2) Alassio tro8 


s' integra ponendo 


i z= Cf(y—- x). 
L'equazione 


Pea (eta) + (004) C=0 , 


che si trova per determinare la C, appartiene alla classe di quelle che 
abbiamo studiato nel paragrafo 3.°, ed ha per integrale completo 


C=C,e°%+ Cisl: ; 
epperò l'integrale generale della (0) sarà 


| Basei (y_x)+eh(y—- 2). fedx $ 
in cui le f(y—x) e fi(y — x) sono due funzioni ‘arbitrarie della 
quantità ya . 

L’equazione (55) è inoltre integrabile quando essa cade nel numero. 
di quelle trattate nei paragrafi quarto e quinto. Se adunque i coefficienti 
9 CARE: P,, della (50) saranno tali che ciò succeda, anche questa 
equazione (50) sarà integrabile completamente. Questa circostanza si av- 
vera per l’equazione 

d’z Hi d°3 5 CI (7 dz 3x1 
D- Paganini 
poichè , fatto 
z=CF(x+7), 


per determinar € si cade sull’equazione 
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da x(xc+1).dt, x (g-+P1) 
la quale è integrabile col metodo esposto nel paragrafo quarto. Ed in 
verità , posto 
r c—_1 
Lysi ye ; 
x 





Tora scritta equazione differenziale in C sì trasforma in quest'altra 
Ca i 


de GTO 
la quale ha per integrale generale, denotando al solito con C, e C, due 
costanti arbitrarie, 


? 


ibi . 
il valor generale di C sarà pertanto 
c=(2+1)(Ge+È) 3 
e l'integrale generale della (p) 
:=(2+1)[2E(y+2)+12.(y+2)| , 
Così pure dell’equazione 
x d°z dz d*z 
CMasiagiz) 


sì può trovare l’integrale completo 


(7 2 TE) + Pa=o 
da dy]l &°T°. 


s=(1+1)°9,(y+22)+(e—1)'9.(y+22), 
perchè l'equazione 


, d°C dC‘. 35 
(x°— 1) lia i PS de 





‘rientra nella classe delle equazioni esaminate nel paragrafo 5.°, ed, inte- 
grata col. metodo ivi esposto, dà per valore generale di C 


C=C,(x+1)}+C,(x—1)?. 


Il metodo di integrazione esposto in questo paragrafo è ancora ap- 
plicabile ad altre equazioni, oltre quelle della forma (50). Se difatti si 
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avesse un’ equazione differenziale parziale lineare della forma più gene- 
rale (40), i cui coefficienti fossero funzioni di x e di y tali che la cor- 


rispondente equazione caratteristica (41), risoluta rispetto ad @, desse 
per questa incognita gli m valori seguenti 


aB+9, (x,y); af+g9.(x,y); aB+os(2,7); -.. aB+9m(%7) > 


dove a denota ancora una costante qualunque e 9,(x,y); 9.(£,7); 
ae, Tina Qm(x,y) rappresentano funzioni qualunque di x e di y, 


tanto però queste funzioni, quanto la costante a indipendenti da f., e si 
facesse nella equazione proposta 


:=CY(y+a2), 


C denotando quivi una funzione d’ambe le variabili indipendenti, ‘ sì 
proverebbe, con una dimostrazione affatto analoga a quella che ha più 
sopra condotto all’equazione (55), che la trasformata in C sarebbe identica 
all’equazione (40) proposta in cuì solo sì fosse mutata la z in C. 

Da ciò facilmente deducesi che, se si sappiano trevare m espressioni 
PARE ARE Zm in x ed in y tuttochè particolari, non contenenti 
cioè nè costanti nè funzioni arbitrarie, le quali sostituite in luogo della 2 
nella (0) la soddisfacciano, l’integrale generale della stessa equazione (40), 


prendendo le lettere W,, d,, W;..... &. per simboli di m funzioni ar- 
bitrarie, sarà 


2=Z,y,(F+ax)+Z,L.(ytax)+Z; U;(y+aAx) +... tZnfn(y+4x). 


Vogliasi, a cagion d’esempio, integrare l’equazione 


d*z d*z «dz 2a°x°—6y° dz dz 
Milza sare tar prarà (ae) 
val 6a(2y+ax) ia, 
xy(3y+24x) —° è 


Con un metodo ‘qualunque, per esempio quello dei coefficienti inde-. 


terminati , st cerchino due valori particolari della funzione 2: senza gran 


fatica sì troverà che z=x® e z=y* vanno bene; potrà allora scriversi 
immediatamente l’integrale completo della data equazione (r), il quale è 


s=a'9,(7+ax)+y"4 (742). 
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Da 


L'equazione (41) caratteristica dell’ equazione differenziale parziale 
d'ordine m (40) abbia, risoluta rispetto ad @, n delle sue radici costanti, le 
altre m—n essendo comunque variabili; dette ©, (8) ; 9. (8); 2: (8); «22 (3), 
le accennate n radici costanti, un integrale incompleto, comprendente n 
funzioni arbitrarie, della proposta equazione (40) è rappresentato dalla 


By+x9:(8) By+rg(8) 
ol+* =|F.(£)e d8+fr(0)è dB 
6 ra (8 
hi NR cai PI FIT ai” 
dove E. (Bz R0B); MB). :<.-- F,(8) sono le n funzioni arbi- 


trarie ed arbitrarii pure sono i limiti entro i quali debbono estendersi 
le integrazioni indicate rispeito a £. Per dimostrare questa proposizione, 
. ‘nr . î È n Se e 
poichè l'equazione differenziale proposta è lineare mancante del termine 
indipendente dalla funzione 2 e sue derivate, basta far vedere che uno 
qualunque dei termini del secondo membro della (57) sostituito nella (40) 
in luogo della 3 soddisfa alla deita equazione (40). Ora se noi poniamo 


» (A) 
= (rette 0g, 


e, formaio il coefliciente differenziale parziale qualunque della z 


d"+1z B 1 (8) 
dara =fr (0) [p.(ajrere®* "9 up, 


sostituiamo per z e suoi coefficienti differenziali le loro ora accennate espres- 
sioni per mezzo di integrali rispetto a f nel primo membro dell'equazione (40), 
riflettendo che i coefficienti 4,,,, An; -.- Ar4+9;9 «*- di essa, costanti o 
variabili, sono tutti indipendenti da ff rispetto a cui si eseguiscono le inte- 
grazioni , il detto primo membro dell’ equazione (40) potrà scriversi così: 


Amo 9:(A)]" FAm (9. 9] +4 [e] 


yi AONRRSe: di +A,.nÈ" “orga I 
+4, (Ot... Ann mV (pe ap; 
TA LA TER dre SIOE 


+4, ,9:(f) +4, :B+t4, 
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la quale espressione è nulla, perchè , 9, ({}) essendo uno dei valori di « 
che verifica l'equazione (41), il polinomio racchiuso nella gran es 
che sta sotto il segno integrale è uguale a zero. 

La determinazione dell’ integrale completo della proposta non sì potrà 
generalmente ottenere; tuttavia, riflettendo che se si decompone il primo 
membro dell'oguiendln (41) in due fattori, di cui uno 


Cn. ox Cep Cia TOTTI + C,.n0" 
+ Caro an CiriPeletI dC TS 
riali E +C, pg C, Pt Co 
corrisponda alle n radici costanti, l’altro 
Pan "+ Pansa de 
Pa, mon” Pulite PR 
rirPaiosla, mela; BETTTRERE COL e + P, 4-4 P,.:B+Po,o0 


corrisponda alle m—n radici variabili della suddetta equazione (41), 
e si fa 


d”z d*z d"z 
Cao gg t "datidy Cnr garda = Sr 
d": d'-'z d'-'z | 
(58)... +C,, ngn tia qa tea grate I RO] dè. 
antro dz dz 
+ Carinzia + è € brio » +C,, ogg ti. ato ok y 
l'equazione proposta (40) si può trasformare nella seguente 
d"—"u d"—"u d"=-"u 
Fnono gare tPuona Tgncszigy + Puona anca f 
fa. .0 00 pi ME a 
dy" n *°da"—"-! 
(59) » d"—"-—!u d"—"—'u 
nn LO dandy * a + Pmonnr manna Tyaeasi 
du du 
sio, Li +P,, ga Pi gt Mi Car 


si scorge che la completa integrazione della proposta è ridotta ‘alla integra- 
zione successiva di due altre ancor lineari, di cui la prima (59) d'ordine m—r 
a coeflicienti variabili , l’altra (58) d’ordine n a coefficienti costanti e dotata 
d’un termine w indipendente dalla funzione z e suoi coefficienti differenziali. 
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L'equazione (59) s’ integra solo quando i suoi coefficienti sono funzioni 
di alcune determinate forme delle variabili x ed y, quando, per esempio, 
essi sono tali che l'equazione (59) entri nell’una o nell’altra delle classi 
studiate nei due paragrafi precedenti: dell'equazione (58) poi basta trovare 
un integrale particolare , poichè se Z posto in luogo di 2 la verifica, l’ in- 
tegrale generale della medesima si ottiene aggiungendo Z al secondo 
membro della (57), ossia sarà 


(60)... s=2+[F.(9)e°!* "9 a+ (F(p)et8t A dg 
+[F(g)e'!t*=ap+ ip + (F.(8)ett* 59-10. 


Quest’equazione sarà pur dunque l’ integrale generale della proposta equa- 
zione (40); ele m—n funzioni avbitrarie a ciò richieste oltre le F, (8), 
F.(8), F:(8), .... F.(f8) sono comprese nella Z, la quale, quantunque 
sia solo un valor particolare della 2 che soddisfa la (58), dipende cer- 
tamente dal secondo membro x di questa equazione, il quale w, essendo 
: Pespressione più generale che verifica alla (59), contiene appunto m —n 
funzioni arbitrarie. 

Tuttavia ordinariamente la Z non si potrà determinare fuorchè quando 
le equazioni ai limiti, che in ogni problema di fisica o meccanica si hanno 
per determinare le funzioni arbitrarie, permetteranno di individuare 
completamente la funzione ; in tal caso Z non conterrà più alcuna 
funzione arbitraria, e l'equazione (60) sarà la più generale fra quelle 
che sono integrali dell'equazione (40) ed adempiono alle sopra accennate 
condizioni ai limiti. 

A maggior intelligenza del metodo esposto lo applico ad integrare la 
seguente equazione 

[ di _3 d‘z d‘z d‘z d'‘z 
dax* da'dy  de'dy * dady: dr 
3 3 
(+3) 75 = Ur+8) 757 


 aXI d*z d*z 
(8)... a 7 "dpi adr 





2 d°z d*z d* z 
taxi) (+9 75 02+ 0) + | 


LitgptooSien8 8 dal 
\G@+1|da ?d4y|7°: 
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A questo fine, formata l'equazione caratteristica 


ut 3 a+ B+ 3a — a+ 


—— [(r+3)@—(42+8)22p+(5x+3)a8—(2x—2)f" 


+ [(+2) e-(3x+4)eB+2xf"| + E ’ 


cerco se ammette, e quali, radici costanti per «: per tale oggetto, fatti in 
quest'equazione scomparire i denominatori , la ordino rispetto alle potenze 
delle x, colle quali operazioni essa si trasforma nella seguente 


x (a'-Za'B4aB+3af— aa + 4a p_5aB*+2') 
2a'—6a'B+ 20° B'+6aB—4' 

+x 

(o 20° —6aB+48* e 
+a'-3a°B+a° +32 —23 

— a+ 8a*h—3efB*—2B'+44—80B_—2a+4f 
e provo se i coefficienti di x°, di x e la parte indipendente dalla x ab- 
biano un fattore comune. Questo fattore esiste ed è 

a—aB—-2B—a+2f:: 


l’ora scritto polinomio è dunque fattore del primo membro dell'equazione 


caratteristica della proposta (s), soppresso il quale, il primo membro 
dell’accennata equazione caratteristica si riduce a 


a'—20f+8— 2 (e—h)+ 


2 
XLKI (cr +-1)° 


L'integrazione dell'equazione (s) dipenderà dunque da quella delle due 
seguenti 


d'u___ d’u da d*u 2 (F du 

(1) ».. dx dady dy° dy x+1 IaTo)+ oo , 
d*z d*z d’z dz dz 

(u) Nr da dedy ‘dp da '°dy_" & 


Ora la (t) è della forma delle equazioni trattate nel dre precedente, 
e posto 
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u=Cy(y+x), 
per avere C, sì cade sull’equazione 


dC DEI pai sist at 
da' x+1i dx (+1) 
Due valori particolari di C che verificano quest’ultima essendo x +1 
ed (x-+ 1)", l'integrale generale della (i) sarà 


u=(c+1)9,(y+2)+(x+1)9.(y+2), 


4, e 4, denotando i simboli di due funzioni arbitrarie. 
Portando il valore trovato di « nell’equazione (u) questa diventa 


(v) Ti da AIA da 65 
e è 0 e s 8 ss» dx* dxdy dy* dx dy 


=(c+1)6,(y+x)+(c+1)4.(yr +2). 


All integrazione di quest’ultima pertanto si riduce l’ integrazione dell’e- 

5” q E 5 

uazione (s). Ma l'integrazione della (v) non è effettuabile, se i dati del 
4 5 3 

roblema che ha condotto alla proposta equazione (3) non valgono a 
P PECE q 5 
determinare le funzioni &, e %, . 

Per arrecare un esempio in cui queste funzioni arbitrarie, e quindi 
l'integrale dell’equazione (+), si possono determinare, supporrò che il 
primo membro della detta equazione (v), ossia l’espressione 

d° dz d°’z dz dz 


CE SETT PT asl (7 


debba per «=o ridursi ad 
ped. I(I+1),; 
e per y=0 ridursi ad 
x(X+1)(2x+1): 
per la determinazione delle funzioni 4, e 4, avrò allora le due equazioni 
d(y)+ (7) = (I+1) ; 
(+1) 4, (2) +(c+1) 4, (2) =x(x+1)(2x+1) . 
Cambiando nella prima di esse y in x e risolvendole poi rispetto a 
4, (x) e d.(x) si trova 





e —_ LL n 
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p,(e)=a*, 
ya) =x ; 
epperò l'equazione (v) nel caso particolare che consideriamo si riduce 
alla seguente 
(W) ... rl MAE ET Sa PARI Pr PP TPRRENOONE, 
dx°* dxdy dy* dx dy 


Di questa deve dapprima determinarsi un integrale particolare : col metodo 
dei coefficienti indeterminati facilmente si trova che 


=ay+ley+i2 ‘pt y46x°y+6xy? 
uiù 2 CARTA "ret 


4 ga,3 Lg 
tar Day 4 ty +27 


vi soddisfa. Ad avere l'integrale completo della (w) non sì avrà più che 
a trovare l’espressione più generale di z che verifica la equazione 
d'3 _-d'3 aL di dz __ 
da’ dady ‘dy da '’dy °°: 
la quale espressione essendo 
P(IS+22x)+e"p.(y—-x), 
l’ integrale generale della (w) sarà 


=p.(7+20) +e" _atar+lay+ ia 
; RE tai 
+ir'+6x r+6xry +37°+Lay+ Ly +27y: 
e quest'equazione sarà pure l'integrale più generale della proposta (3) fra 
quelli che verificano alle sopra accennate condizioni ai limiti x = 0 ed 


I=0. 


$ 9 


Si concepisca un'equazione differenziale parziale lineare d'ordine m 
a coefficienti qualunque fra la funzione w e le variabili indipendenti 
ed y, e per brevità 
G=o0 
rappresenti l’equazione algebrica di grado m rispetto ad « e f} che ne 
9 
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è la caratteristica. Se, denotando con X una funzione della sola x, 
nell’accennata equazione differenziale parziale si sostituisca Xz ad w, 
facilmente sì trova che l’equazione differenziale parziale trasformata in 2 
ha per sua equazione caratteristica 


i dX dG 1 d°X d°G 


EE AC+I da da tra de de 
I d' X d*G vi a” A dela —. 
RIM A Tad, 0 


Da quest’ osservazione mi propongo di dedurre il criterio per rico- 
noscere quando l’integrale generale d’un’equazione data (40) differenziale 
parziale lineare a coefficienti variabili d’ordine nm non differisca dall’in- 
tegrale (42) di un'equazione differenziale parziale lineare dello stesso 


; fe i I > 
ordine a coefficienti costanti fuorchè per un fattore —, funzione qua- 


JE” 
lunque della sola x, comune a tutti i termini del secondo membro di 
essa, e di determinare questo integrale quando siasi conosciuto che esso 
deve avere la forma accennata. 
A questo fine osservo che se, dicendo V un’ espressione incognita 
della forma del 2.° membro dell’equazione (42) ed X una funzione pur 
incognita della x sola, l'integrale dell'equazione (40) è 


U 
Pian 


il primo membro della (41) deve, coll’introduzione di un fattor conve- 
niente 7’, potere identificarsi col primo membro della (61), in cui G 
denoti un polinomio razionale intero di grado m rispetto ad « e f} a 
coefficienti costanti ed incogniti, il cui sviluppo rappresento con 


"4 Bim, 307" "B + Bm, 307" °B° + Bn, 34" *Bb.....+ BnmB" 
debian! sean B+- Ba e BB 
dB RA Bosh BA ip è eni apr 

_ RT ea Ade ATA a#19-AAO 


Si avranno adunque.le equazioni seguenti : 
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(63) HM mo Terna As, TBE di ss TeB E; 
An TeaB {XK f ‘PRECARI AnnT=Bn.mt ; 
Mricr 0 E gia "Dori 

dx 
Pla T=B,l =1, 1T+(m_-1)Bm,, de ’ 
dX 
(63')\A,m-,,1T=Bmn-,1X+(Mm—-2)Bn. spa ; 
+ 


di mi È mor AB mer I 
\ ‘ \ ‘ da 


A m-r,01=Bm_2, A +(Mm—1)B dX m(m_ 1) d'X 








dat a da’ 
An > TB ARSA E I 
% dx 2 da 
(63") 
dX d’X 
\An_a m_—a ig: ma X4+Bm_, a m 2 da 2 
Dalle equazioni (63) si trae 
RR A per n ” Bei Mas 
via pal Pr b age ? nn dea ceca Ban = _ . 


Una prima condizione dunque, perchè L'equariona (40) abbia il suo in- 
tegrale generale della supposta forma (62), è che il rapporto fra due 
qualunque dei coefficienti 4,m.03 Amis Ami; Amii... dl pi BE 
costante. 
La prima delle equazioni (63'), sostituendovi per 7 il suo valore 
tratto dalla prima equazione delle (63), diventa 
desti -X=Bn-,, X+m7 


m,0o 


e dà, rappresentando con C una costante arbitraria , 
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3 Am_-10 7 __ Brno 


mo A m 
Xzze" mat e 


c+lC 





In questa espressione di X l'esponente del secondo fattore è ancora in- 
determinato, ma esso si può prendere arbitrariamente, perchè, 
dovendo essere una costante, il far variare l’accennato esponente torna 
allo stesso che introdurre in X un fattore della forma e**** in cuì & 
ed A, sono due costanti: ora se la proposta equazione (40) è tale che, 


me1,0 


fattovi debe la trasformata in w diventi a coefficienti costanti, po- 


dovi — — in luogo di 5, la trasfî i à altresì f 
nendovi Fei +k in luogo di z, la trasformata in © sarà altresi a coet- 


ficienti costanti; infatti cambiando nel primo membro della (61) X in 
Xe"**%: esso diventa 


ie L1 A(Lo6+4) dG__1 d'(Xe'*+4) d'G 
3) rai e Pa OE i 
ne n, I d"(Le"*+%) ad" G 
è è s aos ; PINE. SR epr e - 
XG+- (hr+ TP) + RX + ah + E 
da È 1.2 tia dea 








- a pai __ mimi) m-T A d"G 

ore 22 " Saa: 2 A Esiti Via 

hdG. h d°G h” d”"G 
x(6+7- Wi ade Ta) 

dX(dG h d°G i; d”"G 

he+h, a è pra PE I dn 
sac sa”, (+: I PARO afpra (m_1) TAI 

1 2X(46 SEA e» 
1.2 T2(72+ GR pela ugî + + (m_ 2) Di) seg el 


che, soppresso il fattore e#7+#,, e fatto 


hdG, h d'G h” d"G 
vo a pt) - +iamtti 73=H, 


G+ 


si riduce a 


XH+1 dX dH 1 d°X d°’H 


n_ rr ———r.-— se a —_———_ » 
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la quale espressione, poichè #7 è ancora un polinomio razionale ed 
intero di grado m in « e fi, ha la stessa forma del primo membro 
dell’equazione (61). 

Assumerò dunque in ciascun caso particolare per l'esponente del se- 
condo fattore di X l’espressione di primo grado in x che vale a rendere 
più semplice lo stesso X, il quale perciò sarà così determinato , e, per 
conoscere l’ integrale generale della proposta (40), non rimarrà più che 
a determinare il numeratore Y del 2.° membro della (62). 

La seconda e successive delle equazioni (63') e le equazioni (63") 
e seguenti varranno a determinare i rimanenti coefficienti B,,,,13 Bm-n,a5 
< FER Bm-2.03 Bm-r.13 ««*«*» del polinomio G: ed, affinchè la (40) 
abbia il suo integrale generale della forma voluta, sì richiede che i valori 
trovati per ognuna di queste incognite sieno costanti, il che accadendo, 
si determinerà U coll’ integrare l'equazione differenziale parziale lineare 
a coefficienti costanti che ha per caratteristica 


G=o0 . 


Le equazioni, che s’ integrano col metodo ora esposto, comprendono 
come caso particolare le equazioni studiate nel paragrafo sesto, e non 
sarebbe difficile il provare che, se le radici della (41) risoluta rispetto ad a 
sono della forma supposta in quel paragrafo, le equazioni (63), (63') ecc. 
possono sempre verificarsi con valori costanti di Bm,:3 Bm.a3 Pmi, **° 
Ba.ms Bat,03 Buo1,12- maria pae RE GI III TI 

dij 
assumendo per X l’espressione e. 
Per dare un esempio di integrazione operata col metodo esposto in 


questo paragrafo prenderò l'equazione (m) già trattata nel paragrafo 6. 


d°z d°z d°z dz dz È o. 
va isla” 2 dr PMT —6xr+4)z=0 


e cercherò se la determinazione del suo integrale completo, ponendo 
u 
nico dl 
si possa far dipendere dall’ integrazione di un’altra dello stesso ordine a 


coefficienti costanti 


d’u d*u d’u du du 
datgtagg rap tbega ti 7 hi dg e 
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Le equazioni (63), (63') e (63”), nel caso particolare che esamino, 
si riducono alle seguenti 


teai.; —T=B, ,X; —a2T=b «uf; 





dr < dX |. 
(4x3) T=B,,X+2377 ? —(20-3)T=B,,,X+B..7x s 
n i I «dl 
(4e—6x+4)T=B,,X+B.o7rt7o : 
Dalle quali si ha dapprima 
PERE 9 4 III 
dot Bus Xeo, (A_I È 


e, poichè s'è veduto che 8,,, e C sono arbitrarii, farò B, ,=—3, 
C=0, onde Y=e”; sostituendo poi questi valori nelle due ultime delle 
precedenti equazioni si ricava B,,=3 e B,,=2, e si cade così sulla 
stessa equazione a coefficienti costanti 


du d°u du du du 
azti, lara ’ 
che si ottenne nel paragrafo 6.°, l'integrale della quale essendo 
uz=e"L,(yY+2x)+e*y.(y x), 
si avrà per integrale generale della proposta 
2=e +4, (y+2x)+e"+"4,(y—-2) . 


Quando il numeratore U od il denominatore X del secondo membro 
della (62) abbiano certe forme particolari, al procedimento generale 
esposto superiormente possono sostituirsene altri molto più brevi. Ne darò 
due esempi : 

1.° Se l’espressione UV, rappresentando con %@,, 9.) 93; -..... Pm 
1 simboli di n funzioni arbitrarie, e con 4,, 4,, 43; ..... Am M costanti 
qualunque, deve avere la forma 


U=g9,(yY+4,x)+g.(Y+4,x)+9;(Y+@x)+..... + Im(IT4mX); 


l'equazione G=0, risoluta rispetto ad 4, ha per radici 


CR. GR ND igll'j arti ina deg 


epperò il polinomio G è omogeneo di grado m rispetto ad « e {, e quindi 
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dG d°G d”" G N. vr 3 
Tr: gra «dom Tg sono omogenei ancora e rispettivamente di grado 
Mel, M—2,........ zero, rispetto alle stesse « e {}. Per decidere 


adunque se una data equazione (40) differenziale parziale lineare d’ordine 
. m vientra nel caso speciale che or consideriamo, basta raccogliere in 
gruppi separati i termini di grado m, m—i, m—2, ecc. ine ft 
dell'equazione (41) e vedere se coll’ introduzione del fattore 7°, che sap- 
piamo già determinare, possano questi successivi gruppi identificarsi coi 
successivi termini del primo membro della (61). Così se io voglio verificare 
se l’ integrale della 
d*z d* z d'z d*z d° d*z 


add dai °dady dady° ‘dy n oTR+8® dxdy 





d*z a dz A dz 
ila ai; —6)7 (8a “SET RETI 


abbia la forma 
s= PV T+aX) +9. (y+a,2)+9;(7 +42) 
X > 


scritta la caratteristica della (k), ne raccolgo insieme i termini di uno 
stesso grado ; moltiplicandone quindi tutto il primo membro per T=X, 
ho l'equazione 
X(a'—20°f—aB'+2p')—2Xx(3e—-4aBtT—f") 
+AX(42x°—2)(3a—28f)—X(8x°—12x)=0 , 


e scorgo subito che il suo primo membro avrà la forma del primo membro 
della (61), se si può trovare una funzione X di x che adempia alle 
condizioni seguenti 


dX d°X d* X 
Ta 294 5 =(bata)X; Tai = 7(88°-12x)X i 


questa funzione esiste ed agevolmente si trova essere 
a 
dame * 3 
l'integrale della (k) ha dunque la forma supposta, e siccome le radici 


dell’equazione 
a'-20f—aB'+2f=0 , 


risoluta rispetto ad «, sono a=ff, a=—f, a=2f, | integrale della (k) 
sarà , come già avevamo trovato per la stessa equazione nel paragrafo 6.°, 
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s=e ((y+2)+a(y-2)+9(y+22)) . 


2.° Nel caso che la funzione rappresentata da X debba valere x?, 
p essendo un numero qualunque intero o frazionario, positivo o negativo, 
il primo membro dell’equazione (61) è ordinato rispetto alle potenze di x, 
e diviso per x? dà per quoziente 


dG —1) d°G —1)(p=2 d'G _L 

(64)... c+È. sd cn opt cino i n at: 
Se adunque l’equazione (40) ha per suo integrale generale 

uz 4 

3=-;> 
in cui YV è un'espressione della forma del secondo membro dell’equa- 
zione (42), il quoziente del primo membro della sua equazione caratte- 
ristica diviso pel coefficiente 4,,,, del suo primo termine deve potersi 
ordinare rispetto alle potenze intere negative crescenti della x, edi coef- 
ficienti che, nell’equazione così ordinata, moltiplicano x7', x7?, x7°..... 
devono aver la forma dei coefficienti delle stesse potenze della x nel poli- 
nomio (64). L'equazione 
Me) +. (F_ Ta)+ 625 +22 *- +(6—-x')z=0 
dx° dy dy 


è integrabile nel modo ora accennato, perchè, formata la sua caratteristica, 


adz 





il primo membro di questa, diviso per x° ed ordinato rispetto alle po- 
tenze negative crescenti di x, si riduce ad 


a—B'+2B—1+ Pad, 
il quale appunto coincide cd polinomio (64) quando si faccia in questo 


G=@—f°+28—1 e p=3. E siccome l’integrale generale dell’equa- 
zione la cui caratteristica è G—=o ossia dell'equazione 
d’u d°u du __ lira 
da dry di 
è, rappresentando con Si e da i segni di due funzioni arbitrarie, 
u=e"y,(f_-x)ted.(Y+), 
iene sg completo della proposta equazione (a') sarà dato dall’equazione 
APT PA ANZI 


e” 
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Nota ai paragrafi 1° e 2 


rr 


La Giunta accademica incaricata dell’esame. di questa. Memoria, nella 
relazione favorevole e piena di benevolenza che fece sulla medesima, ha 
creduto dovere far osservare che i casi da me studiati nel primo e;secondo 
paragrafo rientrano in altri più generali di cui già si era ocenpato 
ScneLLBAca nella sua Memoria inserta nel 16.° Volume del Giornale di 
CneLLe, della quale ho fatto parola nel proemio di questo scritto. 

L'osservazione della Giunta non parendomi fondata, mi propongo di 
esporre nella presente nota le ragioni di questo mio parere: e sia per 
maggior brevità e chiarezza, sia per seguire più da vicino ScHELLBACH, 
che così fece nella Memoria citata, io ragionerò sopra un'equazione di 
river ordine : tutto ciò del resto che verrò dicendo è estensibile ad 
un'equazione lineare d’ordine qualunque m. 

Il Prof. di Berlino si occupa di ciò che in qualche modo può riflettere 
l’argomento in questione, nelle tre prime pagine della sua Memoria, e 
provato che, data l’equazione lineare 


d'2 4g A SpA 
(A) vede FIFA THAT + A +tA,y=X, 
il suo integrale è rappresentato dalla 


(by =. 2. 919 dol, fara 


fe “fe ferme, fee ta), ae foleni, sel" xa, 


dove @,, 4, 4, @ sono funzioni della x chie devono soddisfare a quattro 
equazioni, che egli così simboleggia | 
A,=a, +44, 
A,=(c+d)a,+(4+d)a,+(4-+d)a,+ (a+ d)a, 
+(2+d)a,+(a+d)a,, 
| ds=(4,+d)(e4+d)e,+ (24 d)(e,+d)a, 
+ (2:44) (atd) i+ (2i+-d)(c,+d) a, ; 
A, (rd) (&,+-d)(zit d) wo, | 
ed il cui algoritmo ho giù dichiarato nel proemio, non entra a. parlare del 
modo con, cui in alcun caso-partieolare-si possa soddisfare alle equazioni ((). 
10 


al ae ni AR 
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ScHELLBACH pertanto, nella più volte citata sua Memoria, non integrò 
alcuna equazione lineare, ma diede modo di far dipendere l’ integrazione 
d’un’equazione lineare qualunque dall’ integrazione di altre equazioni dif- 
ferenziali (C). Ho detto, d’un’equazione lineare qualunque , perchè le 
equazioni (CL) essendo quattro, e quattro pure le funzioni incognite &, 
%,3 %,, %;, Si concepisce in generale possibile l’esistenza di quattro fun- 
zioni della x che poste per «,, &,, &,, & nelle equazioni (0) le verifichino: 
anzi le tre ultime delle equazioni (C) essendo differenziali rispettivamente 
di primo, secondo e terzo ordine, e, per avere nell’equazione (B) l’inte- 
grale generale della (A), bastando conoscere un valor particolare di 
ciascuna delle funzioni «,, %,, «., 4, si concepisce inoltre che esisterà 
un numero infinito di sistemi di valori per le accennate funzioni incognite, 
ciascuno dei quali sostituito nella (B) rende quest’equazione atta a rap- 
presentare. l’ integrale generale della proposta equazione (A), e ciò qua- 








lunque sieno i coefficienti 4,, 4,, 4;, 4, della medesima. 

Ora dicendo che le equazioni di cui diedi l'integrale nei due primi 
paragrafi rientrano nella classe più generale studiata da ScHELLBACH, 0 
si volle affermare che le equazioni di cui io mi occupai hanno coéfficienti 
tali che i valori di «,, «,, «,, «; atti a verificare le equazioni (() sieno 
determinabili immediatamente e senza alcuna fatica, oppure si volle solo 
esprimere la possibilità di dedurre o concepire dedotti i valori delle ac- 
cennate funzioni «,, %,, %,, 4, dalle stesse equazioni ((). Nel primo caso 


parmi che l’osservazione non regga per le equazioni del primo e meno 


ancora per quelle del secondo paragrafo; poichè, tanto ristretto essendo 
il numero delle equazioni lineari che si sanno integrare qualunque ne sia 
l'ordine, comunque piccola importanza abbiano quelle che formarono oggetto 
del mio studio, se la riduzione dei loro coefficienti alla forma dei secondi 
membri delle equazioni (() fosse con tanta facilità operabile, ciò sarebbe 
stato avvertito prima che un altro metodo avesse condotto a- trovare l’ inte- 
grale di quelle equazioni. Nel secondo caso l’osservazione fatta dalla Giunta 
circa i casì di equazioni lineari che io ho esaminato nei due primi paragrafi 
è bensì giusta, ma colpisce tutte le equazioni lineari , cosicchè con ugual 
ragione, con cui fu detto di quelle di cui io mi occupai, è lecito dire che 
qualunque equazione lineare che altri abbia integrato, o giunga in progresso 
di tempo ad integrare, rientra in quella del Prof. di Berlino; e ciò quan- 
tunque il metodo di questo matematico sia impotente a far conoscere 
l’ integrale cercato, perchè le tre delle equazioni (C) che sono differenziali 
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essendo non più lineari, anzi contenendo potenze dei coefficienti diffe- 
renziali superiori alla prima, ben si scorge che generalmente è assai più 
difficile la determinazione delle funzioni @,, &,, 4; &; che non sia la 
diretta integrazione dell'equazione lineare proposta (A). 

In verità, si potrebbe osservare che, se l’equazione (A) appartiene 
al novero di quelle studiate nel primo paragrafo, facendo 


a=—(kx+h,) : a=—(kx+h,) 3 
a=—(kx+h;); a=—(kx+h,), 
e se di quelle che furono integrate nel paragrafo secondo, facendo 
kx+h, . kx +h, 
asa; a=t ——__° ; 
a+bx ; a+bx 
_ka4+h,, __kx+h, 
i a+bx War 


dalle equazioni (C) scompare la variabile x ed esse si trasformano in 
quattro equazioni algebriche contenenti le costanti incognite &,, &,, #5, #4; 
che perciò assai facilmente possono essere determinate in modo che le 
dette equazioni trasformate delle (€) sieno verificate. Ma la difficoltà stava 
appunto nel determinare la forma delle accennate espressioni di «,, &; 
&,, 3 prima che altrimenti fosse conosciuto l’ integrale dell’equazione pro- 
posta: poichè, se di una data equazione lineare siasi già con un metodo 
qualunque determinato l’ integrale, e solo si domandi di scrivere questo 
sotto la forma (B), la determinazione delle funzioni di x da assumersi 
per 4; %; %;, % risulta semplicissima, come proverò fra un istante. 

Io credo che del lavoro del dotto Tedesco si possano fare utili appli- 
cazioni, però a questioni diverse da quella che io mi proposi. Per citare 
una di queste applicazioni, farò vedere come dalla Memoria di ScHeLLBACH 
si possa dedurre il modo di determinare l'integrale dell’equazione (A) 
quando sia noto quello della 


d'y d° 
(Mrrrredos nia PAY 244,53 +A4,y=0 . 
A questo fine si osservi che l’ integrale della (D) ha sempre la forma 
Micazizà de y=H, St H.y.tYH.y:+H,y, > 


in cui 7,, H,, Z;, Hi, sono le costanti arbitrarie introdotte dall’inte- 


grazione ed y,, Y., Y3:Y quattro funzioni particolari della x, ciascuna 
delle quali sostituita nella (D) in luogo della y la soddisfa: che inoltre 
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l'integrale della (D), come quello d'ogni altra equazione differenziale 
lineare, può sempre ‘concepirsi ridotto alla forma dell'equazione '(B); 
mettendo dunque.in questa equazione (B) in evidenza le costanti arbitrarie, 
e facendovi X=o poichè la (D) manca del termine indipendente da y 
e sue derivate, si avrà quest’altra espressione dell’ integrale della (D) 


—|a,d — {ad — and 
1) SPISRTOA y=de fe bella P° x e fe “ "de 
-+- ZH, ca |: fera (. fia) ui 
=s Pi) dr : i da a—43)d 
a a “fe fo a 41 fel a "da fe {le 43) mai 


I secondi membri delle equazioni (E) ed (F) rappresentando funzioni 
identiche, dovrà aversi 


= d: T- |%o i 
ae To, ya=5e ei ila Seb: 


3 


n= 19%; few: female, 
preti ""[. fiala (e {ea "ae (. fair, _ i 


da cui si trae 


DS 
RI 
Mi 





IR 

Du 

8, 
sta Si A 
dat 


3 





Sh Sia 
SS 








da y, 


Ha 
Du 
3a 
DS 





DÌ 


IS 
ESS 
SI 


ui 
3 
Gi 
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Ora queste espressioni di «,, «,, 4; 4, che sono conosciute perchè son 
noti i ‘valori di y,, y.; 73, y,; ‘e che sostituite nella (F) fanno che questa 
rappresenti l’ integrale della (D), sono pur quelle che debbono assumersi 


perchè la (B) rappresenti l’ integrale completo della (A): infatti le equa- 


zioni (C), non contenendo la X, sono le stesse per l’equazione (D) che 
per l’equazione (A). Sostituendo dunque in ((B) i valori trovati di &,; &, 
&,, , sì avrà per l'integrale generale della proposta equazione (A) 
l'equazione seguente, a cui, per una strada alcun poco diversa, era già 
pervenuto Guglielmo Lisri nella sua Memoria citata nel principio di 
questo mio lavoro: 


MI A Lei Fe brasil PA, stHyy;+H,y, 














NS 


Pili 


Loi 


SS 


dI 
d dx 7y, 
dg da d y. 
% da 9; dx y, 
r| Fri dn sÉ 
Lia a A d da 
de d ri de d 
dx y, dI d da gd. dx 
v:(0) dad d 
d dx 
da d 
da 


E questo modo di trovare l’ integrale della (A) quando sia noto quello 
della (D), oltre il vantaggio che ha di esprimerlo colla formola (&) la quale, 
rispetto alle altre che si ottengono risolvendo la stessa questione con altri 
metodi, è assai concisa, e la cui legge di formazione è abbastanza 
manifesta per lasciar vedere come dovrebbe ‘essere modificata quando 
l'equazione (A) fosse di ordine diverso dal quarto, è talora nella pratica 
di più comoda applicazione che ogni altro, e segnatamente in quei casi 
Pd DR fi E 
rispettivamente per valore e#:*, ela, el3%, oppure (a+b5x)M, (a+dx)%, 
(a+0x)"3, nelle quali espressioni 4,, &,, #3, a, è denotano quantità 
costanti, la qual cosa appunto avviene quando l’equazione (D) è delle 
specie di quelle che trattai nei paragrafi primo, secondo e quarto. Anzi 


in cui i rapporti di due integrali particolari della (D) hanno 


DS 


i 
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in questi casì è facile, anche quando la proposta (A) sia d’ordine qua- 
lunque n, il.ridurre l’ integrale mP° contenuto nell’equazione integrale 
generale della proposta ad m integrali semplici. Posto che l’ integrale 
dell'equazione che nel paragrafo 4.° è segnata col numero (5) sia dato 
dall'una o dall’altra delle equazioni ivi notate coi numeri (30) e (31) si 
trova che per avere l'integrale generale dell'equazione 


CR gip 


dan gg td FAST 





basta aggiungere al secondo membro dell’equazione (30) l’espressione 


FR eht [XF(a)de _ che fre Li ekm® fre 
FO) ? 


ek T vga g (k.) E TE o (Km) ekm® 








o rispettivamente aggiungere al secondo membro dell'equazione (31) que- 
st’altra espressione 


(a+ bx)k: f \XF(x)dx (a4-bax)Aa { XF(x)dx 
( 





| 7 erat 7 Jia 
TR dA serrata | E 
9 (Kn) J@+ ba} 
in cui p'(k), p(k.), .....4 g'(K,.) rappresentano i risultati delle sosti- 
tazioni dig: ...>. E in luogo di # nella derivata del primo 


membro dell'equazione (supposta ridotta alla forma ordinaria) 9(k)=0 


le cui radica sono k,, k,, »...... 





